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RESUMO

Esta tese apresenta um novo modelo para dois algoritmos para filtragem adap-
tativa baseados em momentos de quarta ordem: o least-mean fourth (LMF) e o
least-mean mixed-norm (LMMN). A originalidade do modelo apresentado aqui
é que não se procura calcular a média quadrática do erro de estimação do al-
goritmo, mas sim a probabilidade do algoritmo ter um comportamento razoável
(neste caso, convergir).

O trabalho mostra que o LMF e o LMMN não são estáveis na média quadrática
se o regressor não for estritamente limitado (como ocorre, por exemplo, para a
distribuição Gaussiana). Mesmo para a distribuição Gaussiana o LMF e o LMMN
sempre têm uma probabilidade não nula de divergir, não importa quão pequeno
seja o passo de adaptação. Esse resultado é demonstrado para um filtro escalar
(com um único coeficiente) com regressor com uma distribuição normal modifi-
cada, e verificado através de várias simulações.

Além disso, é fornecido um limite superior para a probabilidade de divergência
do LMF (e do LMMN), em função do comprimento do filtro, da potência dos
sinais de entrada, do passo de adaptação, da variância do erro ótimo, para o caso
de regressores Gaussianos. Os resultados apresentados aqui fornecem ferramentas
para projetistas entenderem melhor o funcionamento do algoritmo LMF, e decidir
quando é ou não conveniente o seu uso para uma dada aplicação.



ABSTRACT

This dissertation presents a new model for two adaptive filtering algorithms
based on fourth-order moments: the least-mean fourth (LMF) and the least-
mean mixed-norm (LMMN) algorithms. The novelty of the new model is its
emphasis on computing the probability of a reasonable performance of a single
realization of the algorithm (in this case, convergence), instead of looking for
average performance indices such as mean-square error.

We show that the least-mean fourth (LMF) adaptive algorithm is not mean-
square stable when the regressor input is not strictly bounded (as happens, for
example, if the input has a Gaussian distribution). For input distributions with
infinite support, even for the Gaussian distribution, the LMF has always a nonzero
probability of divergence, no matter how small the step-size is chosen. We prove
this result for a slight modification of the Gaussian distribution in an one-tap
filter, and corroborate our findings with several simulations.

In addition, we give an upper bound for the probability of divergence of LMF
as a function of the filter length, input power, step-size, and noise variance, for
the case of Gaussian regressors. Our results provide tools for designers to better
understand the behavior of the LMF algorithm, and decide on the convenience
or not of its use for a given application.
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1 INTRODUÇÃO

Um filtro adaptativo é essencialmente um estimador de parâmetros com duas

caracteŕısticas: recursividade (para permitir o acompanhamento de sistemas va-

riantes no tempo), e simplicidade (para permitir a operação em tempo real a um

custo aceitável). O grande interesse atual em pesquisa sobre filtragem adapta-

tiva, verificado facilmente pela variedade de artigos sobre o assunto em revistas

de importância, decorre principalmente de:

1. Grande utilização de filtragem adaptativa, principalmente em telecomu-

nicações (equalização de canais, cancelamento de eco — acústico e de linha

—, e mais atualmente em antenas inteligentes), mas também em cance-

lamento de interferências (como em medidas de sinais biológicos), identi-

ficação de sistemas para aplicação em controle adaptativo, cancelamento

ativo de rúıdo, dentre outras (ver, por exemplo, [11,12,13,14,15,16,17,18,

19,20]);

2. Necessidade de filtros com muitos parâmetros em diversas aplicações (nota-

damente em cancelamento de eco acústico), o que aumenta a complexidade

dos algoritmos;

3. Necessidade, na grande maioria das aplicações, de algoritmos rápidos e

simples (isto é, que não demandem uma capacidade computacional muito

elevada), de maneira a economizar tempo de processamento, energia e

memória;
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4. Necessidade de acompanhar fielmente a variação (que pode ser relativa-

mente rápida) dos parâmetros que se deseja estimar.

A necessidade de filtros longos (com muitos parâmetros) em geral piora o

desempenho dos algoritmos nos quesitos 3 e 4. Este fato, mais a sua natureza não-

linear, estocástica e variante no tempo, fazem da análise e do desenvolvimento

de algoritmos para filtragem adaptativa problemas de dif́ıcil solução. Dada a

complexidade dos problemas envolvidos, o desenvolvimento de novos métodos

de análise para filtros adaptativos é sempre muito bem-vindo, pois uma melhor

compreensão do seu funcionamento facilita tanto o projeto de novos algoritmos,

quanto a escolha do método mais adequado para cada situação espećıfica (para

ver a grande diversidade de algoritmos ou variantes de algoritmos existentes e

propostos a cada ano, pode-se consultar, por exemplo, [12] e as últimas edições

das revistas IEEE Transactions on Signal Processing, IEEE Signal Processing

Letters e Signal Processing).

Esta tese descreve os trabalhos realizados pelo autor a respeito da análise

teórica de uma famı́lia de algoritmos para filtragem adaptativa, que procura obter

um desempenho melhor (comparado a algoritmos tradicionais) através do uso de

funções-custo baseadas em momentos de ordem elevada. O maior foco do trabalho

está no algoritmo least-mean fourth (LMF), proposto inicialmente por Walach e

Widrow em 1984 [1]. A grande maioria dos resultados apresentados aqui foi

apresentada em congressos, como o IEEE International Conference on Acoustics,

Speech, and Signal Processing [10,21], o Simpósio Brasileiro de Telecomunicações

[22], e também em um artigo aceito para publicação no IEEE Transactions on

Signal Processing [23] (há também um outro artigo em preparação). O trabalho

foi realizado em colaboração com o Prof. Dr. José Carlos M. Bermudez, da

UFSC, e em parte também com seu ex-aluno Pedro I. Hübscher.
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1.1 Filtros Adaptativos

De modo geral, um filtro adaptativo procura encontrar uma estimativa para

uma variável d(n) (sinal desejado) em função de uma seqüência conhecida de

regressores,
{

X(k)
}n

k=0
(os X(n) são vetores M–dimensionais, podendo ser reais

ou complexos),

d̂(n) = h(X(n),X(n − 1), . . . ,X(0)) ≈ d(n).

Os elementos do vetor X(n) formam normalmente uma linha de atraso, isto é,

X(n) é usualmente formado como abaixo (o śımbolo T representa a operação de

transposição de vetores e matrizes):

X(n) =

[

x(n) x(n − 1) . . . x(n − M + 1)

]T

.

Dependendo da aplicação, o sinal desejado d(n) pode ser inteiramente conhe-

cido (como em cancelamento ativo de rúıdo, cancelamento de eco e em controle

adaptativo), pode ser conhecido apenas durante uma fase de aprendizado (equa-

lização tradicional), ou pode ser desconhecido (equalização cega).

Atualmente na maioria das aplicações h(·) é uma função linear, mas há diver-

sos trabalhos propondo o uso de funções não-lineares, por exemplo para controle

ativo de rúıdo [24,25]. No caso linear, o filtro adaptativo procurará encontrar uma

combinação linear W (n)T X(n) que seja a melhor aproximação de d(n) segundo

um critério previamente escolhido. Um dos critérios mais utilizados é o do mı́nimo

erro médio quadrático, ou seja, o filtro busca minimizar o valor esperado E e(n)2,

onde e(n) = d(n) − d̂(n) é o erro de estimação. Outros critérios podem também

ser usados: uma forma de se projetar novos algoritmos com caracteŕısticas interes-

santes é alterar adequadamente a função-custo [11]. Por exemplo, em equalização

cega procura-se utilizar critérios que não dependam de d(n), mas apenas de al-
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gumas de suas propriedades estat́ısticas (um exemplo importante é o critério do

módulo constante, estudado para aplicação em telefonia celular [26,27]).

Grande parte dos filtros adaptativos usados atualmente pode ser descrita pela

recursão [28,29]

W (n + 1) = W (n) + µf (e(n)) Z(n),

em que µ é uma constante conhecida como passo de adaptação, f(·) é uma

função conhecida, e Z(n) é um vetor que depende das seqüências
{

d(k)
}n

k=0

e
{

X(k)
}n

k=0
. Por exemplo, para f(a) = a e Z(n) = X(n) obtém-se o algoritmo

least-mean squares (LMS):

d̂(n) = W (n)T X(n), e(n) = d(n) − d̂(n),

W (n + 1) = W (n) + µX(n)e(n).

(1.1)

Uma variante muito utilizada é o LMS normalizado (ou NLMS), obtido com o

mesmo f(a) = a e com Z(n) = X(n)/(ε + ‖X(n)‖2) (‖a‖ é a norma euclideana

do vetor a, e ε é uma constante não-negativa).

d̂(n) = W (n)T X(n),

e(n) = d(n) − d̂(n),

W (n + 1) = W (n) + µ
X(n)

ε + ‖X(n)‖2
e(n).

(1.2)

Outro algoritmo de grande interesse, o recursive least squares (RLS) também

pode ser obtido da expressão acima com escolhas convenientes de f(·) e de Z(n)

[29].

d̂(n) = W (n)T X(n),

e(n) = d(n) − d̂(n),

W (n + 1) = W (n) +
λ−1P (n)X(n)

1 + λ−1X(n)T P (n)X(n)
e(n),

P (n + 1) = λ−1P (n) − λ−2 P (n)X(n)X(n)T P (n)

1 + λ−1X(n)T P (n)X(n)
.

(1.3)
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O parâmetro 0 ¿ λ ≤ 1 é chamado fator de esquecimento do RLS.

No caso geral, o passo de adaptação µ é um parâmetro de projeto do filtro.

É fácil notar que um passo de adaptação pequeno resulta num filtro que varia

lentamente (o vetor W (n) pode variar apenas por uma quantidade pequena, pro-

porcional a µ, a cada instante). Uma taxa de adaptação muito pequena (ou seja,

um valor de µ muito próximo de zero) levará a uma taxa de convergência muito

baixa, e a um filtro com dificuldade de seguir processos que variem rapidamente

com o tempo [12, 30, 31, 32]; enquanto que um passo grande demais pode tornar

o filtro muito senśıvel a rúıdo ou mesmo instável.

Em geral é necessário ter a convergência mais rápida posśıvel [32]: no caso

de equalizadores para telefonia, enquanto não há convergência não se pode trans-

mitir sinal útil; no caso de aplicações em sinais biológicos, convergência rápida

significa menos tempo gasto na coleta de dados (que pode envolver situações des-

confortáveis para os pacientes). Para sinais não estacionários, a possibilidade de

se utilizar convergência rápida possibilita o acompanhamento de processos que

variam mais rapidamente no tempo.

O problema fundamental da filtragem adaptativa é desenvolver um algoritmo

que possua, ao mesmo tempo, uma grande imunidade a rúıdo, seja numericamente

robusto, tenha uma taxa de convergência elevada, e requeira poucas operações

aritméticas a cada iteração. Os principais algoritmos derivados do LMS tendem

a ser numericamente robustos e de baixa complexidade, mas são lentos, princi-

palmente se a matriz de autocorrelação de X(n), Rx = E(X(n)X(n)T ), tiver

autovalores muito d́ıspares (com amplitudes muito diferentes [12], o que acon-

tece se os elementos da seqüência
{

x(n)
}

de que é derivado X(n) tiverem alta

correlação entre si).

O algoritmo RLS, por outro lado, possui uma taxa de convergência bastante

rápida, mas apresenta problemas de instabilidade numérica e alto custo compu-
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tacional, sendo necessário implementá-lo com muito cuidado [12, 33, 34]. Mesmo

implementando com cuidado o algoritmo RLS, sua capacidade de acompanhar

processos não estacionários nem sempre é adequada: como mostra [30], o RLS

tem em algumas situações desempenho pior do que o do LMS nesse quesito.

Em algumas aplicações, em especial em cancelamento de eco acústico, ainda

é dif́ıcil escolher um algoritmo adequado. Para cancelamento de eco acústico

são necessários filtros normalmente muito longos (e portanto a complexidade

computacional do algoritmo é um fator importante). Filtros longos tendem a

convergir lentamente (pois para garantir a estabilidade dos filtros, o passo de

adaptação deve ser aproximadamente inversamente proporcional ao comprimento

do filtro), um problema que é agravado pelo fato da disparidade dos autovalores

da matriz Rx ser bastante alta para os sinais de voz que precisam ser cancelados

nessa aplicação [35].

A busca de algoritmos para filtragem adaptativa que sejam fáceis de imple-

mentar, robustos, rápidos, que rejeitem bem o rúıdo, e que acompanhem efici-

entemente processos não estacionários continua, portanto, sendo um problema

atual. Vários algoritmos vêm sendo propostos para este fim:

1. Algoritmos de passo variável, que buscam variar o passo de adaptação de

acordo com a situação (passo grande se alguma medida indicar distância do

ponto ótimo — em geral são usadas estimativas da correlação entre o sinal

de entrada e o erro de estimação) [36,37];

2. Métodos que buscam descorrelacionar o sinal de entrada (como o algoritmo

RLS), mas procurando minimizar problemas numéricos, como o algoritmo

rápido de Newton [38], o algoritmo de projeções afins [39, 40] e algumas

versões do RLS rápido [33];

3. O “LMS Wiener” [41], que procura melhorar o desempenho de seguimento
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de parâmetros variáveis usando conhecimento prévio da estat́ıstica do sinal;

4. Algoritmos para filtros esparsos (em que vários coeficientes são nulos) [42,

43,44];

5. Algoritmos com funções-custo modificadas, como o least-mean fourth (LMF)

[6,10];

6. Algoritmos adaptativos em subbandas [45,46];

7. Algoritmos que usam funções ortonormais (como funções de Laguerre) no

lugar de atrasos para gerar os filtros adaptativos, de maneira a diminuir o

número de parâmetros do filtro [47,48].

8. Algoritmos “aceleradores”, que utilizam diferenças de segunda ordem para

a adaptação do vetor de parâmetros [49, 50, 51, 52, 53] (além de um artigo

em fase de preparação).

Cada uma dessas propostas apresenta um compromisso diferente entre velocidade

de convergência e complexidade, e funciona para condições diferentes.

Para se utilizar um algoritmo nas melhores condições, é importante se conhe-

cer como a escolha dos parâmetros de projeto do algoritmo (em muitos casos,

apenas o passo de adaptação µ) afeta o comportamento de um filtro adaptativo:

• Para qual intervalo de valores (µmin, µmax) do passo o filtro será estável?

• Qual é o passo que garante convergência mais rápida?

Mesmo quando o próprio passo é escolhido adaptativamente é necessário se co-

nhecer a faixa (µmin, µmax), para garantir que o filtro resultante seja estável (ver

por exemplo [54, pág. 72]).
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1.2 Modelamento Teórico de Filtros Adaptati-

vos

O estudo teórico de filtros adaptativos tradicionalmente se baseia na obtenção

da curva de aprendizado do filtro em função de seus parâmetros de projeto. A

curva de aprendizado (isto é, o gráfico de E e(n)2 em função de n) fornece uma

medida da velocidade e da precisão com que um filtro adaptativo pode reagir

a variações em suas entradas. Grande parte dos trabalhos sobre análise teórica

de filtros adaptativos procuram calcular a curva de aprendizado de um determi-

nado filtro em função das propriedades estat́ısticas dos sinais de entrada X(n)

e d(n). No entanto, como será visto a seguir, mesmo o conhecimento exato da

curva de aprendizado de um algoritmo pode não ser suficiente para descrever

adequadamente o seu comportamento.

Para melhor compreender os vários resultados teóricos dispońıveis sobre FAs,

é conveniente dividir os métodos de análise existentes em 4 categorias:

a) Análise na média quadrática,

b) Estabilidade quase-certa (com probabilidade 1),

c) Análise determińıstica,

d) Análise experimental ou por simulações.

Cada método presta-se a situações e aplicações distintas, e, como será visto a

seguir, complementa os resultados que podem ser obtidos com os outros três. As-

sim, o método (a) — análise na média quadrática — avalia o desempenho médio

de um FA (medido usualmente através de E e(n) e de E e(n)2). Por sua vez, o

método (b) permite dizer basicamente se um FA converge ou não na ausência de
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rúıdo1 — agora não se trata mais de um comportamento médio, mas do compor-

tamento de um filtro para a quase totalidade dos sinais de entrada admisśıveis

(quase totalidade no sentido probabiĺıstico). O método (c) procura identificar si-

tuações-limite, garantindo que um filtro terá comportamento satisfatório mesmo

para o pior sinal de entrada e o pior rúıdo posśıveis. Finalmente, o método (d)

— simulação — permite que se verifiquem as predições dos métodos anteriores,

ou que se obtenham resultados em situações em que uma análise teórica não é

posśıvel com o atual estado da técnica.

Os quatro métodos possibilitam a obtenção de muitos resultados úteis, mas

atualmente têm algumas limitações importantes que são listadas a seguir. Análises

teóricas segundo (a) ou (b) só existem para casos muito particulares [55,32,56,57],

ou com a aproximação de adaptação “suficientemente lenta” (ou seja, para filtros

com passo de adaptação infinitesimal [28, 54, 29, 57]). Expressões para quão pe-

queno deve ser o passo para as análises serem válidas são raras e extremamente

dif́ıceis de serem calculadas [58,59].

O método (c) - análise determińıstica — não sofre da limitação descrita acima,

mas tende a apresentar resultados demasiadamente conservadores — os resultados

são do tipo “pior caso”, tendo utilidade reduzida em grande parte das aplicações

(exceto em controle automático, onde a análise de pior caso é muitas vezes a

mais adequada [60, 61]). O método (d) tem as desvantagens óbvias de ser por

demais trabalhoso, e de não permitir generalizações de resultados e predições

para situações novas, mas pode ser utilizado com praticamente qualquer modelo

de sinal de entrada. Simulações são muito usadas para validar resultados teóricos,

ou mesmo para extrair informações sobre a taxa de convergência ou o erro residual

(em regime permanente) de um filtro adaptativo em situações para as quais não

existem resultados teóricos.

1 O método (b) pode ser estendido para fornecer o desempenho médio de filtros para o caso
de passo infinitesimal [29].
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Para aplicações que precisam de análises estat́ısticas (como são a maioria

das situações em, por exemplo, Telecomunicações e Engenharia Biomédica), há

poucos resultados que sejam aplicáveis para passos não infinitesimais (ou seja,

sem a restrição de “convergência lenta”). Dentre os poucos resultados dispońıveis,

destacam-se [55, 56]. Infelizmente, estes resultados só podem ser utilizados com

filtros pequenos (até 8 coeficientes), enquanto que em situações práticas é comum

ser necessário utilizar filtros com milhares de coeficientes.

Para µ ≈ 0 os métodos (a) e (b) fornecem boas aproximações para as curvas

de aprendizado, e estas predizem bem o comportamento real do filtro (ver fig. 1.1).

Este resultado emṕırico foi justificado em [62] para o LMS, onde se prova que,

no limite para adaptação lenta (µ ≈ 0), a taxa de convergência média (calculada

usando o método (a)) do algoritmo LMS é igual à taxa de convergência de uma

realização t́ıpica do mesmo algoritmo (calculada usando o método (b)).
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Figura 1.1: Curva de aprendizado de filtro LMS de comprimento 1 com passo µ =
0, 01. As entradas do filtro,

{

d(n)
}

e
{

x(n)
}

, são processos aleatórios Gaussianos
brancos, com E x(n)2 = 1. Neste caso é posśıvel calcular exatamente a curva de
aprendizado teórica (representada em traço mais escuro). A aproximação para
µ ≈ 0 está no traço mais claro, e a média de 100 simulações independentes pode
ser vista no tom intermediário.

Nada disso vale para velocidades de adaptação maiores. Isto foi provado

recentemente em [63], onde se demonstra que (para o algoritmo LMS com passo

de adaptação “grande”), a evolução do erro e(n)2 é bem explicada pela análise na
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média quadrática apenas para os instantes iniciais da convergência, enquanto que

a análise em probabilidade 1 explica melhor os efeitos observados após algumas

iterações do algoritmo adaptativo (ver figs. 1.2–1.4).

A fig. 1.2 mostra a curva de aprendizado do mesmo filtro da fig. 1.1, mas com

passo µ = 1/6. Pode-se notar agora que a curva obtida com a aproximação para

passos pequenos (curva suave tracejada) já apresenta um erro considerável para

a curva teórica (curva suave em traço cont́ınuo). No entanto, a curva teórica é

ainda bem aproximada pela média de apenas 100 simulações (o que significa que

as realizações do filtro tendem a ficar próximas à curva média).
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n
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Filtro LMS com 1 tap, entrada e ruído Gaussianos

Média de 100 simulações     

Curva de aprendizado teórica

Aproximação para µ pequeno

Figura 1.2: Curva de aprendizado de filtro LMS de comprimento 1 com passo
µ = 1/6. As entradas do filtro,

{

d(n)
}

e
{

x(n)
}

, são como na fig. 1.1. A curva de
aprendizado teórica está representada em traço cont́ınuo escuro, a aproximação
para µ ≈ 0 está em traço mais claro, tracejado, e a média de 100 simulações
independentes está em traço cont́ınuo claro.

Para passos ainda maiores, o comportamento t́ıpico de um filtro pode não

ser bem representado pela curva de aprendizado média (veja figs. 1.3 e 1.4). Na

fig. 1.3, as curvas inferiores suave e “acidentada”representam respectivamente a

curva de aprendizado teórica e a média de 100 simulações, agora para µ = 1/3

(que é a situação de máxima taxa de convergência de E e(n)2). As curvas da

figura anterior foram repetidas para comparação. Note como agora as simulações

tendem a ficar abaixo da curva teórica (este efeito, que ainda é pequeno, fica mais

pronunciado à medida que se aumenta o passo de adaptação).
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Figura 1.3: Curvas de aprendizado de filtro LMS de comprimento 1 com passos
µ = 1/6 e 1/3. As entradas do filtro,

{

d(n)
}

e
{

x(n)
}

, são como na fig. 1.1.

Na fig. 1.4, pode-se ver a curva de aprendizado teórica (curva suave superior)

para passo µ = 0, 5, e a média de 100 simulações com este passo na curva mais

abaixo de todas, em traço claro. Note como a taxa de convergência “teórica” é

igual à do caso µ = 1/6. No entanto, a convergência observada nas simulações

foi muito mais rápida, como mostra a curva em traço claro, que está bastante

próxima à curva obtida com µ = 1/3.
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Figura 1.4: Curvas de aprendizado de filtro LMS de comprimento 1 com passos
µ = 1/6, 1/3 e 1/2. As entradas do filtro,

{

d(n)
}

e
{

x(n)
}

, são como na fig. 1.1.

A diferença entre a curva de aprendizado teórica e as simulações para µ = 1/2

é explicada pelo comportamento diferente das taxas de convergência na média

quadrática e com probabilidade 1 quando o passo de adaptação é aumentado.

De fato, [63] prova que a primeira (taxa de convergência na média quadrática)
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descreve bem os instantes iniciais da convergência do filtro, enquanto que após

um certo número de iterações o filtro tenderá a convergir com a taxa predita pela

análise em probabilidade 1. Este efeito é bem ilustrado na fig. 1.5: note que o

filtro da fig. 1.5 diverge na média quadrática, e nas iterações iniciais (0 ≤ n ≤ 10),

o erro e(n)2 realmente aumenta (a curva correspondente à simulação permanece

próxima à curva de E e(n)2 teórica, acima). Para 10 < n ≤ 30, no entanto, o

erro e(n)2 passa a diminuir, com uma taxa próxima à taxa de convergência com

probabilidade 1 (curva inferior). Do instante n = 40 em diante, o filtro está em

regime.
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LMS com comprimento 1, sinais Gaussianos

Simulação                               
Média quadrática (teórica)              
Taxa de convergência com probabilidade 1

Figura 1.5: Sáıda de filtro LMS de comprimento 1 com passo µ = 0, 5. As
entradas do filtro,

{

d(n)
}

e
{

x(n)
}

, são como na fig. 1.1. A curva central é uma
única realização do filtro, não uma média. A curva superior é E e(n)2, e a curva
superior representa a taxa de convergência obtida com a análise em probabilidade
1.

Como mostram os exemplos acima, o comportamento de um filtro adapta-

tivo com passo não infinitesimal não é necessariamente bem descrito nem por

uma análise na média quadrática nem por uma análise de convergência em pro-

babilidade 1. Na verdade, esses dois métodos de análise são complementares,

pelo menos para o algoritmo LMS. Em algumas situações, um filtro estável com

probabilidade 1 (ou quase-certamente estável) pode não apresentar desempenho

adequado (na simulação da fig. 1.4, e(n)2 cresce de 1 até valores da ordem de 104
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antes de convergir e ficar em torno de 10−4); enquanto que em outros casos um

filtro instável na média quadrática pode convergir na grande maioria das vezes,

e apresentar desempenho razoável (ver fig. 1.6). Estes fatos podem ser mascara-

dos em simulações. De fato, médias de simulações podem em algumas situações

apresentar resultados bastante diferentes dependendo do número de simulações

usado para se aproximar a média E e(n)2, como se vê nas figs 1.6 e 1.7.
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Figura 1.6: Sáıda de filtro LMS de comprimento 128. A entrada
{

xn

}

é um pro-
cesso estocástico correlacionado (filtro AR de 2a ordem com rúıdo branco Gaus-
siano na entrada). Na figura (a) à esquerda, a curva inferior é a média de 1.000
simulações do filtro com passo µ = 0, 0015, enquanto que a curva superior é a
média de também 1.000 simulações com µ = 0, 001. Na figura à direita, temos
acima a média de 106 simulações do filtro com passo µ = 0, 0015, mostrando
divergência. Para comparação, está em abaixo a média de 106 simulações com
passo µ = 0, 001, sobreposta à média de 1.000 simulações com o mesmo passo.

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma forma de estender os

resultados mencionados na seção anterior, obtidos para o algoritmo LMS em [63],

para algoritmos baseados em momentos de ordem superior, em particular o LMF.

Filtros adaptativos supervisionados baseados em momentos de quarta ordem

foram propostos no ińıcio da década de 1980, com o objetivo de obter um desempe-

nho melhor (maior velocidade de convergência e/ou menor desajuste em regime)
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Figura 1.7: Sáıda de filtro LMS de comprimento 10. A entrada
{

X(n)
}

é um
processo estocástico branco Gaussiano, e o passo de adaptação é µ = 0, 15. A
curva inferior é a média de 100 simulações, e a curva central, de 104 simulações.
Em superior está a curva E e(n)2 teórica.

do que o tradicional algoritmo LMS, sem chegar à complexidade computacional

do RLS. O primeiro exemplo de filtro supervisionado baseado em momentos de

quarta ordem foi o least-mean fourth (LMF), que é um algoritmo de gradiente,

bastante semelhante ao LMS, mas baseado na minimização do valor esperado da

quarta potência do erro [1,12]. O LMF calcula novas aproximações para um vetor

de parâmetros segundo a recursão

W (n + 1) = W (n) + µe(n)3X(n), (1.4)

em que e(n) = d(n) − W (n)T X(n), W (n) ∈ R
M e X(n) ∈ R

M .

Este algoritmo é motivado pela minimização da função-custo E e(n)4, usando

o método do gradiente estocástico para a minimização. O trabalho original [1]

na verdade propõe toda uma famı́lia de algoritmos, usando uma potência p-ésima

do erro,

sinal
(

e(n)
)

|e(n)|p, (1.5)

para p ≥ 1, e mostra que filtros baseados em momentos de ordem elevada podem

ser vantajosos se o erro de estimação ótimo for sub-gaussiano2. No entanto, o

2O erro de estimação ótimo é definido no caṕıtulo 2, pág. 23.
Uma variável aleatória v é sub-gaussiana se a sua curtose,

κ(v) = E{v4} − 3E2{v2},
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mesmo trabalho já adverte para posśıveis problemas de estabilidade de filtros de

ordem elevada, em especial para a dependência da estabilidade com a condição ini-

cial do filtro. Mais recentemente foram propostos modelos para esta dependência,

evidenciando a importância de se escolher uma boa condição inicial para garantir

a estabilidade do LMF [4,6, 10,9].

Na década de 1990 foi sugerida uma solução intermediária entre o LMS e o

LMF, denominada (com uma certa falta de imaginação) de algoritmo least-mean

mixed-norm (LMMN) [64], com a recursão

W (n + 1) = W (n) + µ
(

λe(n) + (1 − λ)e(n)3
)

X(n), (1.6)

em que 0 ≤ λ ≤ 1 é um parâmetro que permite escolher entre um comportamento

mais próximo do LMS ou do LMF. A motivação para a introdução desta alteração

era a de aumentar a robustez do algoritmo.

Vários autores analisaram o comportamento médio quadrático do LMF e do

LMMN, como por exemplo [65, 66, 3, 4, 6, 5, 7, 8, 9, 10, 64, 67], procurando apro-

ximações para a curva de aprendizado dos algoritmos e para o valor máximo do

passo de adaptação. Muitas destas referências assumem (ou admitem o caso) que

o regressor X(n) é gaussiano, incluindo alguns trabalhos deste autor.

No entanto será demonstrado nesta tese que o comportamento do LMF e

do LMMN na verdade não é estável na média quadrática para nenhum valor do

passo de adaptação µ, se o regressor X(n) for gaussiano. Os dois algoritmos em

questão, por conta da não-linearidade cúbica em sua recursão, têm sempre uma

probabilidade não-nula de que a norma euclideana ‖W (n)‖ divirja se o regressor

não for estritamente limitado, ou seja, se não houver um valor B < ∞ para o

qual ‖X(n)‖ < B para todo n. Também será apresentada uma aproximação

for negativa. Note que a curtose de uma variável aleatória Gaussiana é nula, distribuições com
caudas mais longas (como a exponencial, por exemplo) têm curtose positiva, e distribuições
com caudas mais curtas (por exemplo, uniforme) têm curtose negativa.
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(limite superior) para a probabilidade de divergência do LMF e do LMMN em

função dos parâmetros dos filtros (µ e λ) e das distribuições de X(n) (suposto

Gaussiano) e do rúıdo de medida.

Esses resultados mostram que o LMF e o LMMN têm realmente problemas

importantes de robustez, e indicam maneiras de contorná-los através de uma

escolha adequada dos parâmetros dos filtros (a probabilidade de divergência tende

a zero quando o passo de adaptação tende a zero). Note-se que [66, 2] provam

a estabilidade do LMF para o caso de regressor estritamente limitado e passo

suficientemente pequeno. Este resultado, apesar de interessante, não indica se os

filtros são estáveis ou não para regressores Gaussianos, e não fornece indicações

sobre o tamanho do passo que pode ser usado com segurança.

É importante salientar que a análise para regressores Gaussianos não é apenas

acadêmica: variáveis aleatórias Gaussianas são bastante concentradas em torno

de sua média, por exemplo, a probabilidade de ocorrer um valor distante de

mais de 3 desvios-padrão da média de uma variável Gaussiana é da ordem de

2, 2× 10−5. Os resultados apresentados neste trabalho mostram que mesmo uma

probabilidade extremamente pequena de ocorrer um valor elevado no regressor

podem desestabilizar completamente o algoritmo, o que significa na prática que o

algoritmo é bastante senśıvel a outliers. A proposta de um modelo para a relação

entre o passo de adaptação e a probabilidade de divergência do algoritmo permite

uma decisão mais bem-informada sobre a conveniência ou não do uso do LMF ou

do LMMN em uma dada situação.

Como mencionado anteriormente, a maior parte dos resultados apresentados

aqui foi apresentada em congressos [10, 21, 22], e será publicada em artigo (já

aceito) no IEEE Transactions on Signal Processing [23].
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2 ANÁLISE TRADICIONAL DO LMF E DO

LMMN

Neste caṕıtulo é apresentado um resumo dos principais resultados dispońıveis

na literatura sobre os algoritmos LMF e LMMN. O objetivo é mostrar o estado

atual do modelamento teórico desses algoritmos, e apontar os problemas que

motivaram este trabalho. Para não alongar demais o texto, não serão repetidas

aqui as demonstrações dos resultados descritos, apenas fornecidas referências para

os artigos originais.

Para referência futura é conveniente apresentar agora as equações de erro

de ambos os algoritmos. Inicialmente, recorde que, dadas duas seqüências es-

tocásticas
{

X(n) ∈ R
M

}

e
{

d(n) ∈ R
}

conjuntamente estacionárias, o estimador

ótimo linear de d(n) dado X(n) (conhecido como solução de Wiener) é dado por

[12,11]

w∗ = R−1
X p,

em que RX
∆
= E

(

X(n)X(n)T
)

é a matriz de autocorrelação de X(n), e p
∆
=

E (d(n)X(n)) é o vetor de correlação cruzada entre X(n) e d(n) (supõe-se, como

acontece na maioria dos casos, que RX tenha inversa). O estimador ótimo linear

satisfaz a condição de ortogonalidade

E
(

e0(n)X(n)
)

= 0,

em que e0(n) = d(n) − wT
∗ X(n) é o erro de estimação ótimo, com variância σ2

0.

Em outras palavras, dadas as seqüências
{

X(n)
}

e
{

d(n)
}

, sempre é posśıvel
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achar um modelo

d(n) = wT
∗ X(n) + e0(n), (2.1)

em que o erro e0(n) não é correlacionado com X(n).

A análise dos algoritmos geralmente é simplificada se as recursões forem es-

critas em termos do vetor erro

V (n)
∆
= w∗ − W (n),

pois

e(n) = d(n) − W (n)T X(n) = wT
∗ X(n) + e0(n) − W (n)T X(n) =

= V (n)T X(n) + e0(n).

Usando esta relação, as recursões do LMF (1.4) e do LMMN (1.6) podem ser

reescritas como

1. LMF:

V (n + 1) = V (n) −
(

V (n)T X(n) + e0(n)
)3

X(n), (2.2)

2. LMMN:

V (n + 1) = V (n) −
[

λ
(

V (n)T X(n) + e0(n)
)

+

+(1 − λ)
(

V (n)T X(n) + e0(n)
)3

]

X(n).

(2.3)

Um parâmetro importante para medir o desempenho de um algoritmo adap-

tativo é o seu desajuste, ou seja, a razão entre a potência de e(n) − e0(n) =

V (n)T X(n) e a potência de e0(n),

D
∆
=

E
[(

V (n)T X(n)
)]2

E
(

e0(n)2
) , (2.4)

considerando entradas estacionárias e que o filtro já atingiu o regime permanente.
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2.1 Análise do LMF

Modelos estocásticos para o LMF começaram a ser propostos já em [1], que

apresenta um modelo bastante simplificado para o comportamento médio e médio

quadrático da famı́lia de algoritmos em que a potência do erro em (1.4) é p ≥ 1

(veja (1.5)). Esse primeiro modelo dá a motivação para o uso do LMF, mostrando

que o desajuste do algoritmo em regime permanente poderia ser menor do que o

do LMS para o caso do erro ótimo e0(n) ter uma distribuição sub-gaussiana. A

análise de estabilidade do algoritmo, no entanto, tem alguns erros. Modelos mais

precisos foram sendo propostos ao longo dos anos, destacando-se os apresentados

em [2, 66, 4, 6, 8, 9, 10] (os modelos descritos em [65, 7] também podem ser apli-

cados ao LMF). A seguir serão apresentadas as principais conclusões dos artigos

mencionados acima, destacando-se as hipóteses feitas.

2.1.1 Primeiros resultados: [1]

Nessa referência, de 1984, Walach e Widrow usam as seguintes hipóteses:

1. Os vetores W (n) e X(n) são independentes entre si para todo n,

2. O erro ótimo e0(n) é independente de X(m), para todo m,n,

3. X(n) e e0(n) são simetricamente distribúıdos em torno de 0 e 0, de modo

que E e0(n)2k+1 = 0 para todo k ∈ N, e analogamente para os elementos do

vetor X(n),

4. O algoritmo já está em regime permanente, e o vetor V (n) mantém-se em

uma bola B =
{

V : ‖V ‖ < B0 < ∞
}

em torno da origem,

5. O passo de adaptação µ é pequeno o suficiente para que termos com potências

de µ maiores que a primeira possam ser desprezados.
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Nestas condições, os autores calculam uma aproximação para o valor do desajuste

dos algoritmos, em função de p, e comparam esse desajuste com o do LMS (que

corresponde ao caso p = 1) para o caso em que as constantes de tempo dos

algoritmos são iguais, obtendo (M(p) é o desajuste do algoritmo que usa potência

p do erro de estimação)

M(1)

M(p)
=

(2p − 1)2 E(e0(n)2) [E (e0(n)2p−2)]
2

E (e0(n)4p−2)
. (2.5)

A tabela 2.1.1 fornece o valor da razão acima para vários valores de p e para

diferentes distribuições de e0(n).

p Gaussiana Uniforme Seno Onda quadrada
2 0,6 2,3 3,6 9
3 0,24 3,67 7,14 25
4 0,08 5 11,4 49

Tabela 2.1: Valores de M(1)/M(p) para várias distribuições de e0(n). [Reprodu-
zida de [1].]

As constantes de tempo calculadas em [1] valem apenas para o regime per-

manente, isto é, equivalem à taxa de convergência do algoritmo para variações

pequenas em torno do valor ótimo w∗. O artigo também fornece uma prova de que

os algoritmos são estáveis para passos suficientemente pequenos, e fornece uma

estimativa para o valor do passo máximo. A demonstração não está correta, no

entanto, porque a argumentação parte da hipótese 4 acima, que já é parte do que

se pretende demonstrar (se V (n) se mantém em uma bola B finita, logicamente

sua matriz de autocorrelação é finita, que é o que se entende por “estabilidade

na média quadrática”).

Os resultados de [1] mostram que o LMF pode ser útil dependendo da distri-

buição do erro de estimação ótimo. O próprio artigo adverte porém que o algo-

ritmo apresenta problemas de robustez, principalmente sensibilidade à condição

inicial. Como toda a análise foi feita considerando-se V (n) ≈ 0, essa sensibilidade
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às condições iniciais não foi quantificada.

Linearizando a recursão da matriz de autocorrelação de V (n), mostra-se em

[65,66] que, em regime,

E
[

V (n)V (n)T
]

≈ µ E
(

e0(n)6
)

6σ2
0

I,

em que I é a matriz identidade. A relação acima é válida para passo suficiente-

mente pequeno e X(n) e d(n) estritamente limitados.

2.1.2 Prova de Estabilidade: [2]

A demonstração precisa da estabilidade do LMF para passo suficientemente

pequeno veio em 1992, com o artigo de Sethares [2]. Esse artigo demonstra que

o algoritmo LMF é estável se o passo de adaptação for suficientemente pequeno,

se d(n) for estritamente limitado (isto é, se existir B < ∞ tal que |d(n)| < B

para todo n), e se os regressores produzirem uma excitação persistente, isto é, se

existirem 0 < α ≤ β < ∞ e N < ∞ tais que, para todo n,

αI ≤
n+N
∑

k=n

X(k)X(k)T ≤ βI,

em que I é a matriz identidade de dimensão M , e a notação A ≤ B significa que

a matriz A − B é positiva semi-definida. Essa condição implica que o regressor

é também estritamente limitado. O trabalho usa as mesmas ferramentas usadas

para a análise determińıstica do LMS [68]. Os resultados são apenas locais, ou

seja, prova-se que caso o erro ótimo e0(n) seja identicamente nulo, a origem 0

é um ponto de equiĺıbrio estável de (2.2). O resultado é estendido para o caso

com rúıdo, provando-se que, nas condições acima e se a condição inicial V (0) for

suficientemente próxima da origem, então V (n) permanecerá em uma vizinhança

de 0 para todo n. Não são fornecidas aproximações para o valor-limite do passo

de adaptação, nem para o tamanho da vizinhança de 0 em que o vetor erro
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permanece para cada caso.

O resultado acima é interessante, pois demonstra que, sob condições adequa-

das, o algoritmo LMF deve funcionar corretamente. No entanto, a sua utilidade

prática é pequena, pois as “condições adequadas”não são quantificadas.

2.1.3 Análises sem Linearizações: [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

As análises iniciais do LMF foram todas baseadas em linearizações do filtro

em torno de algum ponto de operação: em [1], em torno do regime permanente

(supondo-se a-priori que o filtro converge), em [2], em torno do ponto ótimo

V = 0. Para evitar linearizações os trabalhos tratados nesta seção em geral

assumem que o regressor é Gaussiano, exceto [7, 8], que chegam a resultados

válidos para regressores não Gaussianos, desde que sua matriz de autocorrelação

seja múltipla da identidade. Serão descritos aqui os resultados mais recentes, de

[9, 10].

A primeira destas referências propõe um modelo para a fase de aprendizado

do LMF, usando as hipóteses 1–3 da seção 2.1.1, acrescidas das hipóteses

6. O regressor X(n) tem distribuição Gaussiana, com média nula e matriz de

autocorrelação RX ,

7. O comprimento do filtro é longo o suficiente para que sejam válidas apro-

ximações como

E
(

V (n)T RXV (n)V (n)V (n)T
)

≈ E
(

V (n)T RXV (n)
)

E
(

V (n)V (n)T
)

,

8. V (n) é pequeno o suficiente para que

E

[

(

V (n)T X(n)
)2k

X(n)X(n)T

]

≈ 0

se k > 1.
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Usando essas hipóteses, [9] acha uma recursão aproximada para a matriz de au-

tocorrelação de V (n), K(n)
∆
= E

(

V (n)V (n)T
)

como segue:

K(n + 1) ≈ K(n) − 3µ
[

σ2
0 + Tr

{

RXK(n)
}]

[RXK(n) + K(n)RX ] +

+µ2

{

E
(

e0(n)6
)

RX + 15 E
(

e0(n)4
)[

Tr
{

RXK(n)
}

RX + 2RXK(n)RX

]

}

.

(2.6)

Essa recursão fornece uma boa aproximação para a curva de aprendizado do

LMF (dado que a hipótese 1 da seção 2.1.1 implica que E

[

(

V (n)T X(n)
)2

]

=

Tr
(

RXK(n)
)

), o que foi confirmado por diversas simulações em [9]. A recursão

também é não-linear, e diverge se a condição inicial K(0) não for suficientemente

pequena, como observado já em [1]. No entanto, predições de região de esta-

bilidade (passo e condição inicial) feitas com (2.6) não são muito próximas do

observado em simulações.

Procurou-se corrigir esse problema em [10], evitando-se usar a aproximação

feita na hipótese 8 acima, substitúıda por

8a. A distribuição de
(

V (n)T X(n)
)2

é razoavelmente concentrada em torno de

sua média de forma que

E

[

(

V (n)T X(n)
)2k

X(n)X(n)T

]

≈
[

E
(

V (n)T X(n)
)2

]k

RX .

Também foi acrescentada uma nova hipótese,

9. RX = σ2
xI.

Com essas hipóteses, [10] obtém uma recursão aproximada para y(n)
∆
=

E
(

‖V (n)‖2
)

= Tr
(

K(n)
)

:

y(n + 1) ≈ (1 − a)y(n) − by(n)2 + cy(n)3 + d, (2.7)
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em que M é o comprimento do filtro, e

a = A1µ − A2µ
2, b = B1µ − B2µ

2,

c = Cµ2, d = Dµ2,

A1 = 6σ2
0σ

2
x, A2 = 15E[e0(n)4]σ4

x(M + 2),

B1 = 6σ4
x, B2 = 15σ2

0σ
6
x(3M + 12),

C = σ8
x(15M + 90), D = E[e0(n)6]σ2

xM.

Definindo a função

f(y) = (1 − a)y − by2 + cy3 + d,

nota-se que os pontos de equiĺıbrio de (2.7) são soluções de f(y) = y, e portanto

(2.7) tem nó máximo 3 zeros, dependendo do valor dos parâmetros. A análise de

(2.7) mostra que há três situações posśıveis (yc é o ponto de equiĺıbrio estável e

positivo, se existir, e y(0)max é o ponto de equiĺıbrio instável e positivo, se existir):

1. Três pontos de equiĺıbrio, apenas um dos quais é estável e positivo (ver

figura 2.1),

2. Apenas um ponto de equiĺıbrio positivo, instável (ver figura 2.2),

3. Nenhum ponto de equiĺıbrio positivo (figura 2.3).

Mostra-se em [10] que yc ≤ y(0)max, e que, para um dado valor de passo, a

região de condição inicial E
(

‖V (0)‖2
)

= y(0) para a qual y(n) converge para yc

é 0 ≤ y(0) < y(0)max. Note que tanto yc quanto y(0)max são funções do passo

de adaptação µ. Para cada µ, pode-se resolver a equação f(y) = y: se existirem

ráızes positivas, a maior será y(0)max (valor máximo da condição inicial), e a

menor será yc (valor de y em regime, ou seja,

lim
n→∞

E
(

‖V (n)‖2
)

= yc.
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y(n+1)=y(n)

y(n)d

f(y(n))

y(n+1)

yneg

yc y(0)max

Figura 2.1: Pontos de equiĺıbrio de (2.7), caso 1: (yc << y(0)max).

Se para um certo valor de passo a equação não tiver ráızes positivas, ou se tiver

apenas uma, o filtro não é estável para esse passo.

O valor máximo para a condição inicial aumenta à medida que µ tende a 0,

aumentando a região de atração do ponto de equiĺıbrio yc. Por outro lado, existe

um valor de passo máximo (µmax), para o qual a equação f(y) = y tem apenas

uma raiz positiva, correspondente a um ponto de equiĺıbrio instável (figura 2.3).

Portanto, a faixa de passos para a qual o LMF converge deve ser

0 < µ < µmax,

e esse passo máximo pode ser calculado achando-se as ráızes de

P4µ
4 + P3µ

3 + P2µ
2 + P1µ + P0 = 0, (2.8)
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y(n)d

f(y(n)) y(n+1)=y(n)

y(n+1)

yneg

yc = y(0)max

Figura 2.2: Pontos de equiĺıbrio de (2.7), caso 2: (yc = y(0)max).

em que:

P4 = −4A3
2C + A2

2B
2
2 + 18A2B2CD − 4B3

2D − 27C2D2,

P3 = 12A1A
2
2C − 2(A1A2B

2
2 + A2

2B1B2) − 18(A1B2 + A2B1)CD + 12B1B
2
2D,

P2 = −12A2
1A2C + A2

1B
2
2 + A2

2B
2
1 + 4A1A2B1B2 + 18A1B1CD − 12B2

1B2D,

P1 = 4A3
1C − 2(A1A2B

2
1 + A2

1B1B2) + 4B3
1D,

P0 = A2
1B

2
1 .

Este resultado concorda razoavelmente bem com simulações. No entanto, a

análise das simulações levantou algumas dúvidas, cujas respostas deram origem

a este trabalho, e que serão explicadas no próximo caṕıtulo. Antes de passar a

esse assunto serão revistos rapidamente alguns resultados da literatura sobre o

LMMN.
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y(n+1)=y(n)

y(n)d

f(y(n))

y(n+1)

yneg

Figura 2.3: Pontos de equiĺıbrio de (2.7), caso 3: (yc and y(0)max complexos).

2.2 Análise do LMMN

O LMMN foi proposto em 1994 por Chambers, Tanrikulu e Constantinides

[64], procurando uma forma de aumentar a robustez do LMF, e em geral conseguir

um desempenho melhor do que os do LMS e do LMF.

As análises do LMMN habitualmente aproveitam e combinam resultados para

o LMS e para o LMF. Assim, [64] propõe uma faixa para o passo de adaptação

combinando resultados para o LMS e a faixa calculada para o LMF em [1]. Re-

sultados mais precisos foram propostos em [67], que provou a estabilidade do

algoritmo para sinais determińısticos, seguindo os resultados de [2], apresentados

na seção 2.1.2, e propôs uma aproximação para o desajuste e para a autocor-

relação de V (n) em regime usando o método da equação diferencial (ODE) [54],

chegando às seguintes expressões para K(n) e para o desajuste em regime:

lim
n→∞

K(n) ≈ µ

2

λ2σ2
0 + 2λ(1 − λ) E

(

e0(n)4
)

+ (1 − λ)2 E
(

e0(n)6
)

λ + 3(1 − λ)σ2
0

I, (2.9)
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D =
µ

2σ2
0

λ2σ2
0 + 2λ(1 − λ) E

(

e0(n)4
)

+ (1 − λ)2 E
(

e0(n)6
)

λ + 3(1 − λ)σ2
0

Tr
(

RX

)

. (2.10)

Esses resultados foram obtidos usando a hipótese de que V (n) se mantém

em uma “pequena região em torno de seus valores ótimos”, o que significa que

a análise não demonstra a convergência, apenas calcula o valor-limite dos erros

para o caso do algoritmo convergir. A análise é válida para passo suficientemente

pequeno, e também ignora termos de ordem dois ou superior em V (n) para a

conversão para equação diferencial.

Yousef e Sayed estenderam esses resultados para uma faixa maior de pas-

sos de adaptação em [69], em um primeiro passo para estender para análise es-

tocástica o método de análise de filtros adaptativos através de uma estrutura em

realimentação proposto inicialmente em [70, 71] para análise determińıstica. A

referência [69] também não demonstra a estabilidade do LMMN, apenas calcula

os valores em regime do desajuste e de K(n) para o caso do algoritmo convergir.

Fazendo a hipótese de que em regime |e0(n)| À |V (n)T X(n)|, [69] propõe a

seguinte aproximação para o desajuste:

D =
µa Tr

(

RX

)

2b − µc Tr
(

RX

) , (2.11)

em que

a = λ2σ2
0 + 2λ(1 − λ) E

(

e0(n)4
)

+ (1 − λ)2 E
(

e0(n)6
)

,

b = λ + 3(1 − λ)σ2
0,

c = λ2 + 12λ(1 − λ) + 15(1 − λ) E
(

e0(n)4
)

.

As aproximações listadas neste caṕıtulo descreveram em linhas gerais os prin-

cipais modelos propostos nos últimos 20 anos sobre o LMF e o LMMN. Para não
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alongar demais o caṕıtulo, não foram descritos os modelos propostos em todos

os artigos citados (e logicamente não foram citados todos os trabalhos a respeito

desses algoritmos), mas procurou-se dar uma idéia do estado da arte atual da

pesquisa a respeito dos algoritmos. Os próximos caṕıtulos tratam das limitações

dos modelos atuais, propõem uma nova forma de analisar o desempenho de al-

goritmos adaptativos, e finalmente mostram como interpretar corretamente os

modelos aqui descritos.
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3 O MECANISMO DE INSTABILIDADE

NO LMF

Como mencionado no caṕıtulo anterior, o modelo obtido em [10] para o com-

portamento do LMF e para a faixa de valores do passo de adaptação para a qual o

algoritmo é estável na média quadrática, concorda razoavelmente com simulações.

No entanto, fica uma dúvida, que parte da observação do comportamento t́ıpico

do LMF quando diverge: diferentemente do que ocorre com o LMS, que apre-

senta picos de erro quando começa a divergir [63, 72], a divergência do LMF é

catastrófica, como mostra a figura 3.1.

0 100 200
−5

10

−4
10

−3
10

−2
10

−1
10

0
10

1
10

2
10

3
10

4
10

5
10

n

e(n)2

Figura 3.1: Três realizações do LMF com M = 10, w∗ = [ 0 0 ... 0 ]T , V (0) =
W (0) = [ 1 0 ... 0 ]T , µ = 0, 02, X(n) Gaussiano com RX = I.
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A figura 3.1 mostra três realizações do LMF, obtidas sob as mesmas condições

e começando da mesma condição inicial. Duas convergem sem problemas, mas

uma diverge. Voltando para a análise teórica, nota-se que a recursão (2.7) tem

uma região de atração finita, isto é, a condição inicial deve ser menor que y(0)max

para o filtro convergir na média quadrática. No entanto, considere uma realização

do filtro. Mesmo que a condição inicial V (0) seja determińıstica (e dentro da faixa

de convergência), após algumas poucas iterações haverá toda uma faixa de valores

posśıveis para y(n). Se em uma realização do filtro, para um dado instante,

‖V (n)‖2 ultrapassar y(0)max, o que acontece? As simulações mostram que, à

medida que o passo é aumentado, é mais e mais comum ter-se uma realização

divergindo. Experimentalmente observou-se que, nas condições do experimento

da figura 3.1, em aproximadamente 3% das realizações o LMF diverge.

Nos próximos caṕıtulos será apresentado um modelo para descrever melhor o

comportamento do LMF à medida que o passo de adaptação é aumentado, e será

fornecida uma interpretação melhor para os valores de y(0)max e µmax obtidos no

caṕıtulo 2. O presente caṕıtulo usa um caso simples (um filtro com apenas um

coeficiente, e uma distribuição normal modificada para o regressor) para mostrar

como é a divergência do LMF. Os resultados para a distribuição modificada são

confirmados com simulações para o caso de regressores Gaussianos.

3.1 Um Exemplo Simples de Instabilidade

O objetivo aqui é apresentar um exemplo simples mostrando que o LMF

tem uma probabilidade não-nula de divergência para uma distribuição bem-

comportada do regressor, qualquer que seja o valor do passo de adaptação (desde

que não-nulo, é claro). Esse exemplo, apesar de idealizado, esclarece o mecanismo

de divergência do LMF (parte desta seção foi apresentada em [22]).
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3.1.1 Prova de instabilidade para filtros escalares

Considere o algoritmo LMF (1.4) com M = 1, utilizado para identificar uma

constante w∗, dada uma seqüência
{

x(n)
}

com função densidade de probabilidade

dada por

px(x) =



















0, se |x| < ε,

1√
2πσx

e
−(|x| − ε)2

2σ2
x , se |x| ≥ ε,

(3.1)

para ε > 0. Assumindo também que não há rúıdo, de modo que d(n) = w∗x(n),

e lembrando que v(n) = w∗ − w(n), a equação do LMF fica

v(n + 1) =
(

1 − µx(n)4v(n)2
)

v(n). (3.2)

Primeiramente será mostrado que há um valor 0 < K < ∞ tal que, se

|v(n)| > K para qualquer n, então limn→∞ |v(n)| = ∞. Em seguida será provado

que a probabilidade de |v(n + 1)| > K dado |v(n)| = α é não-nula para qualquer

α > 0.

Seja K tal que (δ > 0 é um número positivo qualquer)

µε4K2 − 1 > 1 + δ ⇔ K >

√

2 + δ

µε4
. (3.3)

Dada a desigualdade (3.3) e como |x(n)| ≥ ε por (3.1), necessariamente

|1 − µx(n)4K2| > |1 − µε4K2| > 1 + δ. (3.4)

Se acontecer de |v(n)| > K, de (3.2) resulta que

|v(n + 1)| =
∣

∣1 − µx(n)4v(n)2
∣

∣|v(n)|

> |1 − µε4K2||v(n)| > (1 + δ)|v(n)|,
(3.5)

e conclui-se que |V (n)| → ∞ se para um instante n qualquer acontecer de

|V (n)| > K.
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O argumento é completado mostrando que a probabilidade de |V (n+1)| > K

dado |V (n)| = α é não-nula para todo α > 0. Defina, para um dado α > 0,

β(α)
∆
=

K

µα3
+

1

µα2
. (3.6)

Então, para |v(n)| = α, uma entrada x(n) tal que x(n)4 > β(α) leva a

µx(n)4v(n)2 − 1 >
K

|v(n)| , (3.7)

e portanto,

|v(n + 1)| = |1 − µx(n)4v(n)2||v(n)| > K. (3.8)

As expressões (3.5) e (3.8) mostram que |v(n)| → ∞ se x(n)4 > β(α) para

|v(n)| = α. Portanto, para provar que a probabilidade de divergência é não-

nula, falta provar que a probabilidade de x(n)4 > β(α), dado que |v(n)| = α, é

não-nula. Usando (3.1), segue que

Pr {|v(n + 1)| > K | |v(n)| = α} >

> Pr
{

x(n)4 > β(α)
∣

∣ |v(n)| = α
}

= 2

∫ ∞

β(α)1/4

px(x)dx > 0,

(3.9)

em que Pr{A|B} é a probabilidade de A dado B. Isso conclui a prova.

3.2 Regressores Gaussianos

Quando x(n) é normal (ε = 0 em (3.1)), a prova simples apresentada acima

não é válida. Contudo, agora são apresentadas simulações que mostram que o

resultado ainda é válido para regressores Gaussianos.

Considere que o LMF é aplicado nas mesmas condições da seção 3.1, mas com

ε = 0. Nas simulações realizadas, foram calculados:
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• A probabilidade de divergência do LMF, estimada como segue: Foram simu-

ladas L = 106 realizações do algoritmo, começando com a mesma condição

inicial V (0) = 1 e sem rúıdo (e0(n) ≡ 0). Uma realização foi contada como

“divergência” sempre que o erro absoluto |v(n)| ultrapassou 10100 (variar

este valor em uma ampla faixa não altera os resultados),

• A probabilidade P> de |V (1)| > |V (0)|,

• O valor V1/2 para o qual a probabilidade Pr
{

|V (n+1)| > |V (n)| | |V (n)| =

V1/2

}

= 0, 5,

• A probabilidade P>V1/2
que |V (1)| > V1/2, dada a condição inicial.

A probabilidade de divergência foi obtida experimentalmente. Todos os outros

valores podem ser obtidos como segue: inicialmente, obtém-se a função densidade

de probabilidade de v(n + 1) dado v(n). De (3.2), segue que

Pr{v(n + 1) < z|v(n) = Z > 0} =

= Pr{(1 − µx(n)4Z2)Z < z} =

= Pr

{

x(n)4 >
1 − z/Z

µZ2

}

.

(3.10)

A função densidade de probabilidade de x(n)4 é dada por

px4(y) =
d Pr{x4 ≤ y}

dy
=

=

d

(

2

∫ y1/4

0

1√
2πσx

e
− x2

2σ2
x dx

)

dy
=

=
1√

8πσxy3/4
e
−

√
y

2σ2
x , y ≥ 0.

(3.11)
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Portanto,

Pr{v(n + 1) ≤ z | v(n) = Z > 0} =

= Pr

{

x(n)4 ≥ 1 − z/Z

µZ2

}

=

=

∫ ∞

1−z/Z

µZ2

1√
8πσxy3/4

e
−

√
y

2σ2
x dy.

(3.12)

Finalmente, a função densidade de probabilidade desejada é obtida diferenciando-

se (3.12) com relação a z:

pv(n+1) | v(n)(z | v(n) = Z) =

=
d Pr{v(n + 1) ≤ z|v(n) = Z > 0}

dz

=
1√

8πσxµ1/4Z3/4(Z − z)3/4
e
−

√

Z−z

2σ2
x

√
µZ3 .

(3.13)

Escolhendo σ2
x = 1, pode-se usar (3.13) com v(0) = 1 (fixo) para determinar as

probabilidades P> = Pr{|v(1)| > |v(0)|} e P>V1/2
= Pr{|v(1)| > |V1/2| | v(0) = 1},

e o ponto V1/2 > 0 para o qual Pr{|v(1)| > v(0) | v(0) = V1/2} = 0, 5. Esses valores

são dados, para vários valores do passo µ, na tabela 3.1. A tabela também mostra

Ndiv, o número observado de realizações do LMF para o qual |v(n)| > 10100 para

algum n.

A última coluna na tabela 3.1 mostra que a probabilidade de divergência au-

menta com o passo de adaptação. No entanto, mesmo para o maior passo na

tabela, o filtro tem um comportamento adequado para a maioria das realizações.

A figura 3.2, semelhante à figura 3.1, mostra três realizações para o LMF com

M = 1 coeficiente, com entrada Gaussiana e iid1 x(n) com variância unitária,

passo µ = 0, 03 (probabilidade de divergência de 0,16% de acordo com a ta-

bela 3.1), e condição inicial v(0) = 1. A figura mostra duas realizações em que o

algoritmo convergiu, e uma em que o algoritmo divergiu. Note que não são ne-

cessárias muitas iterações para verificar a divergência. Em todas as simulações re-

1Independente e identicamente distribúıda
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Tabela 3.1: Probabilidade de divergência observada para vários valores de passo,
sempre para M = 1 e condição inicial |v(0)| = 1. As definições das colunas são
dadas no texto.

µ P> V1/2 P>V1/2
Ndiv/L

0,01 1, 7 × 10−4 31,1 5.2 × 10−14 7 × 10−6

0,02 1, 6 × 10−3 22.0 5, 8 × 10−9 3, 0 × 10−4

0,03 4, 3 × 10−3 17.9 5, 4 × 10−7 1, 6 × 10−3

0,04 7, 8 × 10−3 15.5 6, 5 × 10−6 4, 4 × 10−3

0,05 1, 2 × 10−2 13.9 3, 3 × 10−5 8, 5 × 10−3

0,06 1, 6 × 10−2 12.7 1, 0 × 10−4 1, 4 × 10−2

0,07 2, 1 × 10−2 11.7 2, 4 × 10−4 2, 0 × 10−2

0,08 2, 5 × 10−2 11.0 4, 7 × 10−4 2, 8 × 10−2

0,09 3, 0 × 10−2 10.4 8, 0 × 10−4 3, 5 × 10−2

0,10 3, 4 × 10−2 9.8 1, 3 × 10−3 4, 3 × 10−2

0,20 7, 5 × 10−2 7.0 1, 2 × 10−2 1, 3 × 10−1

alizadas, isso se mostrou o comportamento t́ıpico do algoritmo. Adicionalmente,

note que a probabilidade de divergência depende da condição inicial: quanto

maior |v(0)|, maior será a probabilidade de divergência. Esse comportamento

está de acordo com as observações de [10].

No entanto, se a probabilidade de divergência (isto é, do erro |v(n)| tender

a infinito) do algoritmo é não-nula, o algoritmo não pode ser estável na média

quadrática, ou seja, para qualquer passo de adaptação positivo, a variância de

v(n) (no caso escalar, no caso vetorial, a matriz de autocorrelação K(n)) neces-

sariamente deve divergir. Essa conclusão é contrária à maioria dos resultados

sobre análise do LMF publicados na literatura (exceto aqueles que assumem que

o regressor e o erro ótimo são estritamente limitados). Nos próximos caṕıtulos

esse ponto será melhor analisado, e será apresentada uma interpretação para os

resultados publicados na literatura, calculando a faixa de passos que garantem a

estabilidade do LMF, mesmo para regressor Gaussiano.
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Figura 3.2: Três realizações do LMF com regressor escalar, w∗ = 0, v(0) = w(0) =
1, µ = 0, 03, x(n) ∼ N(0, 1).
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4 PROBABILIDADE DE DIVERGÊNCIA

NO LMF

Neste caṕıtulo será abortado o problema de estimar a probabilidade de di-

vergência do LMF para filtros de qualquer comprimento. Antes de mais nada, é

necessário definir claramente o que se quer dizer por divergência. Um compor-

tamento indesejado de um filtro poderia ocorrer de várias maneiras: o erro de

estimação poderia crescer a valores elevados antes de começar a diminuir, ou ele

pode permanecer em valores aceitáveis a maior parte do tempo, mas com picos

ocasionais de valor elevado, ou finalmente poderia crescer indefinidamente. A

definição usual de estabilidade em filtragem adaptativa envolve a variância das

estimativas; isto é, deseja-se que a variância do erro de estimação permaneça li-

mitada e não muito maior que a variância do erro ótimo. Dado o comportamento

que foi observado no caṕıtulo anterior, neste caṕıtulo será adotada a seguinte

definição de divergência:

Definição 4.1 (Divergência). Neste trabalho diz-se que uma realização do

algoritmo LMF divergiu se limn→∞ ‖W (n)‖ = ∞. Por outro lado, será dito que

uma realização do algoritmo convergiu se ela não tiver divergido (note que esta

não é a definição usual de convergência).

A questão de interesse é a seguinte: dada a condição inicial W (0), o passo de

adaptação µ, o comprimento M do filtro, e as estat́ısticas do regressor e do erro

ótimo e0(n), qual é a probabilidade que uma realização do filtro divergirá?
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Para o filtro escalar com a distribuição Gaussiana modificada do caṕıtulo ante-

rior, se o erro absoluto |v(n)| atingir um certo valor K, o algoritmo LMF necessari-

amente irá divergir, como visto no caṕıtulo anterior. A análise é mais complicada

para a distribuição normal sem modificações, pois neste caso, não importa o quão

grande fique |v(n)|, sempre haverá uma pequena, mas não-nula probabilidade que

o erro retorne a valores razoáveis (no entanto, essa probabilidade rapidamente de-

cresce à medida que |v(n)| aumenta). Isso torna a estimação da probabilidade de

divergência um problema consideravelmente complexo. Neste caṕıtulo é proposto

um modelo aproximado, que captura a essência da dependência da probabilidade

de divergência em µ, M , na variância da seqüência de entrada σ2
x, e na distribuição

do erro ótimo e0(n).

4.1 Recursão para ‖V (n)‖2

Inicialmente será procurada uma recursão aproximada para ‖V (n)‖2, assu-

mindo que {X(n)} é iid e Gaussiana, e que os elementos de X(n) são não-

correlacionados. Portanto,















E
{

X(n)X(m)T
}

= 0 para m 6= n, e

Rx = E
{

X(n)X(n)T
}

= σ2
xI,

em que I é a matriz identidade. Também será assumido que a função densidade

de probabilidade de e0(n) em (2.1) é par, de modo que E
{

e0(n)k
}

= 0 sempre

que k for um inteiro ı́mpar.

Recordando que (como visto no caṕıtulo 2),

e(n) = V (n)T X(n) + e0(n), (4.1)
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em que V (n) = w∗ −W (n), a recursão do LMF (1.4) fica, em termos de V (n),

V (n + 1) = V (n) − µ

(

V (n)T X(n) + e0(n)

)3

X(n). (4.2)

Definindo p(n) = V (n)T X(n) para simplificar a notação,

V (n + 1) = V (n) − µ

[

p(n)3 + 3p(n)2e0(n) + 3p(n)e0(n)2+

+ e3
0(n)

]

X(n).

(4.3)

Define-se também y(n)
∆
= V (n)T V (n) = ‖V (n)‖2. De (4.3) obtém-se

y(n + 1) = y(n) − 2µ

[

p(n)4 + 3p(n)3e0(n) + 3p(n)2e0(n)2+

+ p(n)e0(n)3

]

+ µ2

[

p(n)6 + 6p(n)5e0(n)+

+ 15p(n)4e0(n)2 + 20p(n)3e0(n)3 + 15p(n)2e0(n)4+

+ 6p(n)e0(n)5 + e0(n)6

]

‖X(n)‖2.

(4.4)

O objetivo é estimar a probabilidade de limn→∞ y(n) = ∞.

Para prosseguir, é necessário simplificar (4.4). Para isso, faz-se a aproximação

y(n) ≈ E
{

y(n)| y(n − 1), X(n)
}

. Esta aproximação troca o erro ótimo e0(n) e

suas potências por suas respectivas médias, resultando

y(n + 1) = y(n) − 2µ

[

p(n)4 + 3p(n)2σ2
0

]

+

+ µ2

[

p(n)6 + 15p(n)4σ2
0 + 15p(n)2ψ4

0 + η6
0

]

‖X(n)‖2,

em que foram usadas as hipóteses de que E
{

e0(n)
}

= E
{

e0(n)3
}

= E
{

e0(n)5
}

=

0, e definiu-se ψ4
0 = E

{

e0(n)4
}

, η6
0 = E

{

e0(n)6
}

.

É necessário agora aproximar
(

V (n)T X(n)
)2k

, escrevendo esses valores em

termos de y(n)k e de ‖X(n)‖2k. Usando a hipótese de que os elementos de X(n)

são Gaussianos e não-correlacionados (e portanto independentes), conclui-se que
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o vetor X(n) aponta para qualquer direção no espaço R
M com probabilidade

igual. A hipótese de X(n) ser iid implica que as direções de V (n) e de X(n) são

independentes. Esta observação é usada no Apêndice A para chegar às seguintes

aproximações:

(

V (n)T X(n)
)2k

(

‖V (n)‖‖X(n)‖
)2k

≈ E

{

(

V (n)T X(n)
)2k

(

‖V (n)‖‖X(n)‖
)2k

}

∆
= αM(k), (4.5)

com

αM(1) =
1

M
,

αM(2) =
3

M(M + 2)
,

e

αM(3) =
15

M(M + 2)(M + 4)
.

Substituindo
(

V (n)T X(n)
)2k

por αM(k)y(n)k‖X(n)‖2k, obtém-se

y(n + 1) ≈
[

1 − µ
(

6σ2
0 − 15µψ4

0‖X(n)‖2
) ‖X(n)‖2

M
−

−3µ
(

2 − 15µσ2
0‖X(n)‖2

) ‖X(n)‖4

M(M + 2)
y(n)+

+15µ2 ‖X(n)‖8

M(M + 2)(M + 4)
y(n)2

]

y(n) + µ2η6
0‖X(n)‖2.

(4.6)

4.2 Estimando a Probabilidade de Divergência

O próximo passo é estimar a probabilidade de que a seqüência y(n) dada pela

recursão (4.6) cresça indefinidamente, dada a condição inicial y(0) = V (0)T V (0),

e µ, σ2
x, σ2

0, ψ4
0, η6

0, e M .
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Denote por D(n) o fator entre colchetes multiplicando y(n) em (4.6), isto é,

D(n) = 1 − µ
(

6σ2
0 − 15µψ4

0‖X(n)‖2
) ‖X(n)‖2

M
−

− 3µ
(

2 − 15µσ2
0‖X(n)‖2

) ‖X(n)‖4

M(M + 2)
y(n)+

+ 15µ2 ‖X(n)‖8

M(M + 2)(M + 4)
y(n)2.

(4.7)

Prova-se no Apêndice B que D(n) é sempre não-negativo.

Uma aproximação Pd para a probabilidade de divergência do LMF pode ser

obtida como segue. A recursão (4.6) converge se houver um D0 dado para o

qual 0 ≤ D(n) < D0 < 1 para todo n, já que neste caso y(n + 1) ≤ D0y(n) +

µη6
0‖X(n)‖2, e portanto

y(n) ≤ Dn
0 y(0) + µη6

0

n−1
∑

k=0

Dn−1−k
0 ‖X(k)‖2. (4.8)

Se D(n) ≤ D0 < 1 para n, ‖X(n)‖2 deve necessariamente ser limitado (pois

D(n) → ∞ quando ‖X(n)‖ → ∞). Esta propriedade de ‖X(n)‖, juntamente

com a equação (4.8), implicam que y(n) permanece limitada (e portanto, de

acordo com a Definição 4.1, o algoritmo converge).

No entanto, pode ocorrer do algoritmo (quer dizer, uma realização do algo-

ritmo) convergir mesmo se alguns D(n) forem maiores do que um. Assim,

Pc = Pr
{

0 < D(n) < 1 for all n ≥ 0
}

é um limite inferior para a probabilidade de convergência, e

Pd = 1 − Pc

é um limite superior para a probabilidade de divergência.

Para avaliar Pc, pode-se:

1. Calcular as probabilidades Pr
{

D(n) < 1| y(n) = ŷ(n)
}

, para 0 ≤ n ≤ N ,
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começando com um valor dado de y(0),

2. Um inconveniente na expressão anterior é que y(n), para n > 0, varia para

cada realização do filtro. Para poder prosseguir, é necessário achar uma

aproximação ŷ(n) para y(n).1

3. Calcular

Pc ≈
N
∏

n=0

Pr
{

D(n) < 1| y(n) = ŷ(n)
}

(4.9)

Admitindo por hora que uma aproximação ŷ(n) esteja dispońıvel, será cal-

culada a probabilidade referida no Passo 1. De (4.7), nota-se que D(n) < 1 é

equivalente a

1 − µ
(

6σ2
0 − 15µψ4

0‖X(n)‖2
) ‖X(n)‖2

M
−

− 3µ
(

2 − 15µσ2
0‖X(n)‖2

) ‖X(n)‖4

M(M + 2)
y(n)+

+ 15µ2 ‖X(n)‖8

M(M + 2)(M + 4)
y(n)2 < 1,

que, definindo z
∆
= ‖X(n)‖2, se reduz a

Q(z)
∆
= 6σ2

0 +

(

6

M + 2
y(n) − 15µψ4

0

)

z − 45µσ2
0

M + 2
y(n)z2−

− 15
µ

(M + 2)(M + 4)
y(n)2z3 > 0.

Q(z) não tem zero positivo se y(n) = σ2
0 = ψ4

0 = 0; caso contrário Q(z) tem um

e apenas um zero positivo z0(n) para y(n) ≥ 0, como mostrado agora:

1. Se o erro ótimo for identicamente nulo (isto é, se σ2
0 = ψ4

0 = 0), então Q(z)

ser reduz a

Q(z)|erro nulo = z

(

6

M + 2
y(n)−

− 15µ

(M + 2)(M + 4)
y(n)2z2

)

,

1O uso de ŷ(n), de (4.5), e dos valores esperados de potências de e0(n), faz a análise apre-
sentada aqui aproximada. Os resultados serão validados no caṕıtulo 5.
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e o único zero positivo é dado por

z0(n)|erro nulo =

√

2(M + 4)

5µy(n)
.

2. Se y(n) = 0 e σ2
0 > 0, Q(z) tem grau um, e o único zero positivo é

z0(n)|y(n)=0 =
2σ2

0

5µψ4
0

.

3. Para o caso de erro ótimo não nulo e y(n) > 0, note que Q(z) tem a forma

a + bz − cz2 − dz3,

em que a, c, d > 0, mas b é indefinido. Como a > 0, segue que Q(0) > 0, e

como d > 0, segue que

lim
z→∞

Q(z) = −∞,

e portanto há ao menos um zero positivo para Q(z). O argumento seguinte

prova que esse zero é único. A primeira e a segunda derivadas de Q(z) são

Q′(z) = b − 2cz − 3dz2,

Q′′(z) = −2c − 6dz.

Como Q′′(z) < 0 para z > 0, Q′(z) é estritamente decrescente para z > 0.

Q′(z) terá portanto um único zero positivo se b > 0, e nenhum se b ≤ 0.

Como Q′(z) é estritamente decrescente, Q′(z) pode ter no máximo um zero

positivo z1 > 0. Isso implica que Q(z) pode ter no máximo um ponto

extremo z1 > 0. Há duas possibilidades para Q(z), portanto:

(a) se b > 0, Q(z) começa em Q(0) > 0, cresce para 0 < z < z1, alcança

um máximo em z1, e depois decresce para −∞; ou

(b) se b ≤ 0, Q(z) começa em Q(0) > 0 e decresce para −∞ para z > 0.

Nos dois casos, Q(z) cruza o eixo z uma (e uma única) vez para z > 0, e o
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zero z0(n) > 0 deve ser único. Os conjuntos
{

z ∈ R| z > 0, Q(z) > 0
}

e
{

z ∈ R| 0 < z < z0(n)
}

são portanto idênticos, e a probabilidade que se deseja

calcular é dada por (lembre que z0(n) depende de y(n))

Pr
{

D(n) < 1| y(n) = ŷ(n)
}

=

= Pr
{

‖X(n)‖2 ≤ z0(n)
∣

∣ y(n) = ŷ(n)
}

.

(4.10)

Como os elementos de X(n) são Gaussianos e iid, ‖X(n)‖2/σ2
x segue uma distri-

buição χ2 com M graus de liberdade, e a última probabilidade em (4.10) pode

ser facilmente calculada.

Ainda é necessário encontrar uma aproximação ŷ(n) para y(n) = ‖V (n)‖2,

para todo instante n. A escolha mais razoável seria a mediana da distribuição

de ‖V (n)‖2, mas esse parâmetro não é facilmente calculável. Outra aproximação

seria usar ŷ(n) = E
{

‖V (n)‖2
}

. Contudo, esta escolha também não é conveni-

ente, pois E
{

‖V (n)‖2
}

diverge, como observado na seção 3.2. Na próxima seção

é apresentada uma alternativa para ŷ(n) que é facilmente calculável e fornece

resultados razoáveis.

4.3 Cálculo de ŷ(n)

O valor esperado de (4.2) para X(n) Gaussiano com correlação σ2
xI foi cal-

culado em [9], com o resultado

E
{

V (n + 1)
}

≈ E
{

V (n)
}

−

− 3µ
[

σ2
0 + σ2

xE
{

V (n)T V (n)
}]

σ2
xE

{

V (n)
}

(4.11)

A estimativa ŷ(n) é conseguida através das aproximações

V (n) ≈ E
{

V (n)
}

,
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e

ŷ(n) ≈ E
{

V (n)
}T

E
{

V (n)
}

,

que são razoáveis no começo da adaptação, quando V (n) é dominado por seu

valor médio (lembrando que a divergência é mais provável nas primeiras iterações,

como observado nas simulações do caṕıtulo 3). A multiplicação de (4.11) por sua

transposta fornece uma recursão para E
{

V (n)
}T

E
{

V (n)
}

, que pode ser usada

para definir ŷ(n), como segue

ŷ(n + 1) =
[

1 − 3µσ2
x(σ

2
0 + σ2

xŷ(n))
]2

ŷ(n),

ŷ(0) = y(0) = E
{

V (0)T V (0)
}

= V (0)T V (0).

(4.12)

Observe que essa escolha para ŷ(n) só é razoável se µ for pequeno. Se o passo

for grande o suficiente para que 1 − 3µσ2
x(σ

2
0 + σ2

xŷ(0)) = 0, então ŷ(n) = 0 for

n ≥ 1, o que está longe do comportamento real do algoritmo.

Todos os elementos para a estimativa da probabilidade de divergência do

LMF estão agora dispońıveis:

4.4 Probabilidade de Divergência para o LMMN

O mesmo algoritmo pode ser usado para estimar a probabilidade de di-

vergência do LMMN, bastando para isso usar

µeq = (1 − λ)µ (4.15)

no algoritmo 1.

A estimativa da probabilidade de divergência obtida pelo algoritmo 1 é um

limite superior para a probabilidade real, portanto pode ser usada por projetistas

para escolher os parâmetros dos filtros para que a probabilidade real seja menor

do que um dado valor pré-escolhido. Como várias aproximações foram usadas

para se chegar ao algoritmo 1, o próximo caṕıtulo apresenta diversas simulações
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Probabilidade de divergência

Pd ≈ 1 − Pc, (4.13)

em que

Pc =
N
∏

n=0

Pr
{

‖X(n)‖2 ≤ z0(n)
∣

∣ y(n) = ŷ(n)
}

,

em que ‖X(n)‖2/σ2
x segue uma distribuição χ2 com M

graus de liberdade, e z0(n) é o único zero positivo de (se
ŷ(n) = 0 e σ2

0 = 0, Pc = 1)

Q(z) = 6σ2
0 +

(

6

M + 2
ŷ(n) − 15µψ4

0

)

z−

− 45µσ2
0

M + 2
ŷ(n)z2 − 15µ

(M + 2)(M + 4)
ŷ(n)2z3,

(4.14)

com σ2
0 = E(e0(n)2), ψ4

0 = E(e0(n)4), e ŷ(n) é calculado
a partir da recursão

ŷ(n + 1) =
[

1 − 3µσ2
x(σ

2
0 + σ2

xŷ(n))
]2

ŷ(n),

ŷ(0) = y(0) = E ‖V (0)‖2,

para µ <
[

3σ2
x(σ

2
0 + σ2

xŷ(0))
]−1

.

Algoritmo 1: Cálculo da probabilidade de divergência.
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comparando os valores obtidos pelo algoritmo 1 com resultados de simulações.
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5 SIMULAÇÕES

Neste caṕıtulo são comparadas as estimativas para a probabilidade de di-

vergência do LMF e do LMMN obtidas com o algoritmo 1, e resultados de diversas

simulações. Foram feitas comparações do modelo teórico para erro ótimo e0(n)

Gaussiano e uniforme, e para regressores Gaussianos de dois tipos: vetores X(n)

independentes (referidos como “regressores IND” no restante deste caṕıtulo) e

vetores X(n) formados a partir de uma linha de atraso, como é usual em filtra-

gem adaptativa (referidos por “regressores LA”). A matriz de autocorrelação de

X(n) é sempre igual a σ2
xI (ou seja, no caso IND, E{X(n)X(n − k)} = 0 para

todo k 6= 0, e no caso LA, E{X(n)X(n − k)} é não-nulo e constante apenas na

k-ésima diagonal.)

5.1 Simulações com o LMF

O primeiro exemplo valida o procedimento usado para as simulações. São

comparadas as probabilidades de divergência em função do passo de adaptação,

obtidos sob diferentes condições. Cada curva na figura 5.1 foi obtida através de

L realizações independentes do LMF para Nit iterações. Para este exemplo, foi

adotado M = 100, σ2
x = 1, σ2

z = 0.01, e condição inicial y(0) = ‖V (0)‖2 = 1.

Uma curva foi marcada como “divergente” se ‖V (Nit)‖ ≥ 10100, e a probabilidade

de divergência observada foi calculada por

Pd,o =
Número de curvas divergentes

L
.



56

Há sete curvas na figura 5.1. As duas à esquerda foram obtidas usando o modelo

teórico usando como número de iterações no algoritmo 1 os valores Nit = 100 (o)

e 1000 (traço cont́ınuo). As cinco curvas à direita foram obtidas por simulações

(probabilidades observadas Pd,o). A curva mais à direita (+) foi obtida usando

regressores LA. As quatro simulações restantes foram obtidas usando regressores

IND.

As simulações mostram que basicamente não há diferenças entre as curvas

obtidas com L = 103 e L = 104 realizações (casos (a) e (b) na figura). Com

relação ao número de iterações, nota-se um deslocamento da curva estimada para

a esquerda (ou seja, maior probabilidade de divergência para valores menores de

µ) quando Nit é aumentado de 102 para 103, mas praticamente não há variação

para L ≥ 103. Com relação ao tipo de regressor, comparando as curvas para

regressores LA e IND obtidas para Nit = L = 104 (a curva marcada (+) e a curva

marcada ♦ para o caso (b)), fica claro que as diferenças entre simulações com

regressores IND e LA têm pouco impacto. O modelo teórico realmente forneceu

um limite superior para a probabilidade de divergência observada em ambos os

casos.

Na figura 5.2 foram usados apenas regressores LA. As curvas em traço cont́ınuo

foram obtidas por simulações, com y(0) = 0, 01 e σ2
x = 1, σ2

0 = 0.01, Nit = 104,

e L = 103; e as curvas tracejadas mostram o modelo teórico Pd, usando 103

iterações (os mesmos resultados teóricos foram obtidos usando 104 iterações).

Note que para erro y(0) menor (menor que o valor y(0) = 1 usado previamente),

as aproximações teóricas ficam mais próximas das simulações.

A figura 5.3 mostra novamente resultados apenas para regressores LA, M =

102, σ2
x = 1, Nit = 104, e L = 103, mas agora com erro ótimo Gaussiano com

σ2
0 = 0, 1. As curvas acima são com y(0) = 0, 1, e as abaixo, para y(0) = 1.

Novamente, o modelo teórico é melhor para valores menores de y(0).
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Probabilidade de divergência observada para M = 100
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Figura 5.1: Probabilidade de divergência, erro ótimo Gaussiano, M = 100, σ2
x =

1, y(0) = 1, σ2
0 = 0.01. À esquerda vêem-se duas curvas superpostas obtidas com

o modelo teórico proposto aqui, calculadas com 102 (o) e 103 (traço cont́ınuo)
iterações. A curva mais à direita, marcada por +, foi obtida por simulações
usando regressores LA e Nit = L = 104. A curva em traço cont́ınuo próxima
a ela foi obtida com regressores IND, Nit = 102 e L = 104. No centro há três
curvas superpostas, obtidas com regressores IND e (a) Nit = 103 e L = 104 (traço
cont́ınuo), (b) Nit = L = 104 (♦), e (c) Nit = 2.5 × 104 e L = 103 (×).

Na figura 5.4 são apresentadas simulações para regressores LA e M = 100,

agora com diferentes valores para σ2
x. Em todos os casos as curvas em traço

cont́ınuo são simulações feitas com Nit = 104, L = 103, e σ2
z = 0.01; e as curvas

tracejadas foram obtidas com o modelo teórico . Em (a), y(0) = 0, 1 e σ2
x = 2,

em (b), y(0) = 0, 1 e σ2
x = 4, em (c), y(0) = 1 e σ2

x = 0.5, e em (d), y(0) = 1 e

σ2
x = 4.

Resultados semelhantes são obtidos para outras distribuições do erro ótimo

e0(n). A figura 5.5 apresenta resultados para erro ótimo com distribuição uni-

forme.
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Figura 5.2: Probabilidade de divergência, regressores LA, erro ótimo Gaussiano,
σ2

x = 1, y(0) = 0.01, σ2
0 = 0.01, e M = 10, 100, e 1000. Há um par de curvas para

cada valor de M . As curvas em traço cont́ınuo foram obtidas por simulações, e
as tracejadas, pelo modelo teórico. O par mais à esquerda é para M = 103, o par
central, para M = 102, e o par mais à direita, para M = 10. Em todos os casos,
Nit = 104 e L = 103.

5.2 Simulações com o LMMN

Simulações realizadas com o LMMN apresentam resultados semelhantes. Nas

figuras 5.6–5.8 podem ser vistas a probabilidade de divergência observada para o

LMMN com regressores LA e δ = 0, 8. As curvas teóricas foram obtidas usando

o passo µeq = 2µ(1 − δ) no algoritmo 1.

As figuras mostram que o modelo teórico realmente fornece um limite supe-

rior para a probabilidade de divergência do LMF e do LMMN. As simulações

realizadas mostraram que o modelo teórico se aproxima da probabilidade obser-

vada para valores menores da condição inicial y(0), e se a variância do erro ótimo

não é maior do que a condição inicial. Foram realizadas várias outras simulações,

variando todos os parâmetros posśıveis, sempre com resultados similares. Si-
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Figura 5.3: Probabilidade de divergência, regressores LA, erro ótimo Gaussiano,
σ2

0 = 0.1, σ2
x = 1, e M = 100. Acima: y(0) = 0, 1, abaixo: y(0) = 1. Em todos

os casos, Nit = 104 e L = 103. As curvas em traço cont́ınuo são simulações, as
tracejadas foram obtidas com o modelo teórico usando 103 iterações.

mulações em que σ2
0 ≥ y(0) são mais dif́ıceis de realizar, pois nesse caso o número

de iterações para que o valor de Pd,o se estabilize tende a ser muito grande, e as

simulações muito demoradas. O mesmo ocorre se σ2
x for reduzido demais.

5.3 Comparação com Modelos Tradicionais

O modelo teórico aqui apresentado pode ser comparado com os limites para o

passo de adaptação propostos em [10]. Esses limites estão listados na tabela 5.1,

para diferentes condições.

Comparando os valores máximos para o passo de adaptação preditos pela

tabela 5.1 com as simulações apresentadas nas figuras 5.1–5.3, pode-se notar que

os limites propostos em [10] para o passo de adaptação ficam no ińıcio da região

em que a probabilidade de divergência está crescendo rapidamente. Portanto, os
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Figura 5.4: Probabilidade de divergência como função da potência do sinal, re-
gressores LA, erro ótimo Gaussiano, M = 100. Traço cont́ınuo: simulações,
Nit = 104, L = 103, e σ2

0 = 0, 01. Curvas tracejadas: modelo teórico, calculado
com 103 iterações. (a), y(0) = 0, 1 e σ2

x = 2; (b), y(0) = 0, 1 e σ2
x = 4; (c),

y(0) = 1 e σ2
x = 0, 5; (d), y(0) = 1 e σ2

x = 4.

resultados de [10] são realmente úteis para determinar uma faixa de passos de

adaptação utilizáveis, dada a relativa simplicidade da expressão para o cálculo de

µmax lá proposta, como mostrado na equação (2.8) do caṕıtulo 2.
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Figura 5.5: Probabilidade de divergência para o LMF, regressores IND, erro ótimo
uniformemente distribúıdo, M = 100, σ2

0 = 0.01. Traço cont́ınuo: probabilidade
observada em 105 realizações com 100 iterações. Curva tracejada: modelo teórico,
calculado também com 100 iterações.
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Figura 5.6: Probabilidade de divergência para o LMMN, regressores LA, erro
ótimo Gaussiano, M = 10, σ2

0 = 0, 01, δ = 0, 8. Traço cont́ınuo: probabilidade
observada em 105 realizações com 100 iterações. Curva tracejada: modelo teórico.
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Figura 5.7: Probabilidade de divergência para o LMMN, regressores LA, erro
ótimo Gaussiano, M = 100, σ2

0 = 0, 01, δ = 0, 8. Traço cont́ınuo: probabilidade
observada em 105 realizações com 100 iterações. Curva tracejada: modelo teórico.
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Figura 5.8: Probabilidade de divergência para o LMMN, regressores LA, erro
ótimo Gaussiano, M = 1.000, σ2

0 = 0, 01, δ = 0, 8. Traço cont́ınuo: probabilidade
observada em 105 realizações com 100 iterações. Curva tracejada: modelo teórico.
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Tabela 5.1: Valores máximos µmax para o passo de adaptação do LMF para dife-
rentes variâncias do erro ótimo e comprimentos de filtro e regressores Gaussianos,
conforme [10].

σ2
0 M µmax y(0)

0,01 100 0,00370 1
0,01 10 0,7692 0.01
0,01 100 0,097087 0.01
0,01 1000 0,00997008 0.01
0,1 100 0,00313 1
0,1 100 0,009709 0.1
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho mostra-se que o LMF e o LMMN não podem ser estáveis na

média quadrática se o regressor não for estritamente limitado, e propõe-se um

modelo teórico (limite superior) para a probabilidade de divergência desses al-

goritmos para regressores Gaussianos, ao contrário do que é assumido em vários

estudos sobre esses algoritmos. Na prática (já que todos os regressores são li-

mitados), os resultados apresentados aqui significam que tanto o LMF quanto

o LMMN são bastante senśıveis a valores elevados nos regressores, mesmo que

esses valores elevados ocorram muito raramente, como é o caso da distribuição

Gaussiana. Outra conclusão é que os passos de adaptação para o LMF e para

o LMMN devem ser escolhidos com muito cuidado, principalmente quando uma

boa aproximação para a solução ótima de Wiener (isto é, uma boa condição inicial

para o algoritmo) não estiver dispońıvel.

Os comportamentos do LMF e do LMS são bem diferentes nesse respeito.

Se o vetor de erro V (n) crescer a um valor elevado em uma dada realização

do LMS, o algoritmo tende a fazer com que V (n) retorne rapidamente a um

valor razoável [63]. O LMF e o LMMN, devido às suas não-linearidades cúbicas,

perdem completamente a estabilidade se o vetor de erro for levado a um valor

elevado.

Os resultados aqui apresentados não significam que as aproximações propos-

tas na literatura para o erro médio quadrático do LMF e do LMMN são inúteis.
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Como mostrado na seção 5.3, as aproximações sugeridas em [10] fornecem uma

boa aproximação para o ponto (em termos do passo de adaptação) em que a

probabilidade de divergência começa a crescer rapidamente. Para passos peque-

nos, a probabilidade de divergência é muito pequena, e pode-se considerar que as

aproximações propostas na literatura estão de fato calculando

E
{

e(n)2| o filtro não divergiu
}

.

O limite superior proposto aqui fornece ferramentas para projetistas decidi-

rem quando o uso do LMF ou do LMMN seria uma boa escolha. Como passos

muito próximos do limite de estabilidade geralmente não levam a desempenho

adequado, o fato das aproximações não serem muito próximas dos valores reais

para erros iniciais elevados não prejudicar o seu uso. Por outro lado, os resultados

apresentados aqui são uma nova forma de estudar o desempenho de filtros adap-

tativos, que podem levar tanto a uma melhor compreensão do funcionamento

de filtros não-lineares quanto a novas idéias para melhorar o desempenho e a

robustez de algoritmos para filtragem adaptativa.

Há vários caminhos abertos para se prosseguir na linha de pesquisa aberta

com este trabalho, em particular:

• Melhorar as aproximações para a probabilidade de divergência obtidas pelo

algoritmo 1. Uma idéia para realizar essa tarefa é melhorar a aproximação

ŷ(n) (4.12), trocando-se a aproximação

E
(

V (n)T V (n)
)

≈ E
(

V (n)
)T

E
(

V (n)
)

= ŷ(n),

por outra que leve em conta que uma variável aleatória com distribuição

não-trivial sempre satisfaz E
(

V (n)T V (n)
)

= γ E
(

V (n)
)T

E
(

V (n)
)

, com

γ ≥ 1. Isso poderia ser feito assumindo-se uma distribuição “média”para

V (n) para o cálculo de γ.
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• Aplicar as idéias apresentadas aqui para outros filtros, em particular para

estudar a convergência de algoritmos não-supervisionados, como o CMA

[26]. De particular interesse seria o estudo da probabilidade de uma rea-

lização de um filtro não-supervisionado convergir para um mı́nimo local.

• A idéia de probabilidade de divergência, ou probabilidade de uma dada rea-

lização de um filtro ter um desempenho adequado, não é aplicável apenas a

filtros com regressores potencialmente ilimitados, como a distribuição Gaus-

siana. Mesmo para regressores com distribuição uniforme, por exemplo,

pode ser vantajoso aceitar uma pequena probabilidade de divergência (ou

seja, usar um passo de adaptação que não garanta convergência) para se ter

um desempenho melhor de velocidade de convergência e erro ao acompanhar

sinais não estacionários. Note que mesmo no caso de entradas estritamente

limitadas, em que [2] demonstra a estabilidade do LMF para passos sufici-

entemente pequenos, um comportamento como o descrito aqui irá acontecer

a partir de um certo valor de passo de adaptação, ou seja, os algoritmos não

começarão a divergir em todas as realizações para um certo valor-limite do

passo, apenas a probabilidade de divergência irá aumentando de maneira

cont́ınua.

• Estender a idéia de probabilidade de divergência para probabilidade de se

ter um desempenho “adequado”, por exemplo, probabilidade do erro de

uma realização de um filtro decrescer abaixo de um certo valor desejado ε

em um dado número N de iterações.
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APÊNDICE A -- UMA

APROXIMAÇÃO

PARA
(

V (N)TX(N)
)2K

Na seção 4.1 foi usada a aproximação

(V (n)T X(n))2k ≈ αM(k)‖V (n)‖2k‖X(n)‖2k, k = 1, 2, 3, (A.1)

com αM(k) dado por (4.5), αM(k) = E

{

(

V (n)T X(n)
‖V (n)‖‖X(n)‖

)2k
}

.

Neste apêndice são derivadas as expressões para αM(k) para k = 1, 2, 3, sob

as seguintes hipóteses:

1. A seqüência vetorial
{

X(n)
}

é iid,

2. Os elementos de X(n) são independentes (e portanto E{X(n)X(n)T} =

σ2
xI).

A partir dessas hipóteses e de (4.5), segue que

1. O vetor erro V (n) é independente de X(n),

2. Se V (n) = 0 ou X(n) = 0, (A.1) vale qualquer que seja o valor (finito)

escolhido para αM(k),
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3. Pode-se reescrever αM(k) como

αM(k) = E

{

E

[

(

V (n)T X(n)

‖V (n)‖‖X(n)‖

)2k
∣

∣

∣

∣

∣

V (n)

]}

,

4. Note que no produto interno acima, V (n) é fixo. Já que X(n) tem elemen-

tos independentes, X(n) pode apontar para qualquer direção em R
M com

igual probabilidade, e portanto o produto interno é independente da direção

particular tomada por V (n). Portanto, a esperança mais externa é sobre

uma constante. Lembrando a hipótese 2. e definindo e1 = [ 1 0 ... 0 ]T ∈ R
M ,

X̄
∆
= X(n)/‖X(n)‖, obtém-se

αM(k) = E
[

(

eT
1 X̄

)2k
]

, (A.2)

em que e1 e X̄ têm norma Euclideana unitária.

Antes de atacar a solução geral para (A.2), é conveniente considerar o caso tri-

dimensional. X̄ é um vetor cuja ponta permanece na esfera unitária, o o produto

escalar eT
1 X̄ é igual ao co-seno do ângulo θ entre X̄ e e1 (veja a figura A.1).

dθ

cos(θ)

X̄ θ

sen(θ)
e1

Figura A.1: Cálculo de α3(k).

Todos os vetores X̄ com pontas no circumferência indicada na figura têm

o mesmo ângulo θ com relação a e1. A distância de qualquer ponto no cir-

cunferência ao eixo e1 é sen(θ) (já que o comprimento de X̄ é igual a um, e
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sen(θ) =
√

1 − cos(θ)2 para 0 ≤ θ ≤ π). O elemento de área para todo X̄ com

ângulo θ é portanto 2π sen(θ)dθ. Assim pode-se calcular α3(k) pela expressão

α3(k) =

∫ π

0
cos(θ)2k2π sen(θ)dθ

Área da esfera unitária
.

A área da esfera unitária é A3 = 4π. Esse valor é obtido de

A3 =

∫ π

0

2π sen(θ)dθ.

O caso geral M -dimensional é similar. Fixando o ângulo θ entre X̄ e e1, o

vetor unitário X̄ fica restrito a uma hiper-esfera M − 1-dimensional com raio

sen(θ) (pois a projeção de X̄ com relação a e1 foi fixada em cos(θ), as outras

M − 1 coordenadas de X̄ devem ter comprimento total sen(θ) =
√

1 − cos(θ)2,

para 0 ≤ θ ≤ π). A expressão para αM(k) é então

αM(k) =

∫ π

0
cos(θ)2kAM−1 sen(θ)M−2dθ
∫ π

0
AM−1 sen(θ)M−2dθ

,

em que AM−1 é a “área” da superf́ıcie de uma hiper-esfera M − 1-dimensional

de raio 1, AM−1 sen(θ)M−2 é a área da superf́ıcie de uma hiper-esfera M − 1-

dimensional de raio sen(θ), e o denominador é a área da superf́ıcie da hiper-esfera

M -dimensional de raio 1 (isto é, o denominador é AM). Note que AM−1 pode ser

cancelado, então

αM(k) =

∫ π

0
cos(θ)2k sen(θ)M−2dθ
∫ π

0
sen(θ)M−2dθ

. (A.3)

Pode-se simplificar mais essa expressão integrando o numerador por partes.

Começando com o caso k = 1, seja u = cos(θ) e dv = cos(θ) sen(θ)M−2dθ. Obtém-

se du = − sen(θ)dθ, v = 1/(M − 1) sen(θ)M−1, e, como cos(θ) sen(θ)M−1|π0 = 0,

αM(1) =
1

M − 1

∫ π

0
sen(θ)Mdθ

∫ π

0
sen(θ)M−2dθ

. (A.4)

Para k = 2 e 3 a integração por partes precisa ser repetida mais uma e duas
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vezes, respectivamente, com o resultado final

αM(2) =
3

(M + 1)(M − 1)

∫ π

0
sen(θ)M+2dθ

∫ π

0
sen(θ)M−2dθ

(A.5)

αM(3) =
15

(M + 3)(M + 1)(M − 1)

∫ π

0
sen(θ)M+4dθ

∫ π

0
sen(θ)M−2dθ

. (A.6)

Agora é necessário calcular
∫ π

0
sen(θ)ndθ para qualquer inteiro n > 1. Esta

integral pode ser calculada diretamente ou com o aux́ılio de uma tabela, como

[73]. Para o cálculo, procede-se assim:

Para n par, escreve-se

sen(θ)n =

(

ejθ − e−jθ

2j

)n

=

=
enjθ − ne(n−2)jθ + · · · − ne(2−n)jθ + e−njθ

2n(−1)n/2
=

=
(−1)n/2

2n−1

[

cos(nθ) − n cos
(

(n − 2)θ
)

+ · · ·+

+ (−1)n/2

(

n

n/2

)

]

,

em que
(

n
k

)

= n!
k!(n−k)!

. Integrando a expressão anterior de 0 a π, o único termo

que não desaparece é o último, resultando

∫ π

0

sen(θ)ndθ =
1

2n

(

n

n/2

)

π, n par, (A.7)

em que
(

n
k

)

= n!
k!(n−k)!

.

Para n ı́mpar, escreve-se

∫ π

0

sen(θ)ndθ =

∫ π

0

(

sen(θ)2
)

n−1

2 sen(θ)dθ =

=

∫ π

0

[

1 − cos(θ)2
]

n−1

2 sen(θ)dθ.
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Agora aplica-se a mudança de variáveis x = cos(θ), dx = − sen(θ)dθ, assim

∫ π

0

sen(θ)ndθ =

∫ 1

−1

(

1 − x2
)

n−1

2 dx =

=

∫ 1

−1

[

1 −
(

n−1
2

1

)

x2 + · · · + (−1)
n−1

2 xn−1

]

dx =

= 2

n−1

2
∑

k=0

(−1)k

(

n−1
2

k

)

1

2k + 1
=

√
π · Γ

(

(n + 1)/2
)

Γ
(

(n + 2)/2
) .

(A.8)

A última expressão foi obtida usando o Maple VI. Γ(n) é a função gama.

Usando (A.7) e (A.8) obtém-se (4.5) (que vale para todo n.) Como α1(k) = 1

para todo k, (4.5) vale para M ≥ 1.
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APÊNDICE B -- PROVA DE QUE

D(N) ≥ 0

De (4.7), tem-se (para simplificar a notação, a dependência das variáveis em

n será omitida neste apêndice)

D = D(y) = 1 − µ
(

6σ2
0 − 15µψ4

0‖X‖2
) ‖X‖2

M
−

− µ
(

6 − 45µσ2
0‖X‖2

) ‖X‖4

M(M + 2)
y+

+ 15µ2 ‖X‖8

M(M + 2)(M + 4)
y2

Prova-se agora que D(y) ≥ 0 para todo y ≥ 0. A prova segue os passos abaixo:

1. Primeiro, prova-se que D(0) ≥ 0 vale sempre.

2. Em seguida, encontra-se o mı́nimo Dmin de D(y), e condições para que

Dmin < 0.

3. A seguir mostra-se que quando Dmin < 0, o ponto ymin em que o mı́nimo é

atingido é necessariamente negativo.

4. Conclui-se que, como o coeficiente de y2 em D(y) é positivo, D(y) é estri-

tamente crescente para y > ymin, e portanto 1) e 3) implicam que D(y) ≥ 0

para y ≥ 0 se Dmin < 0 (se Dmin ≥ 0, não há o que provar).

Demonstra-se agora que 1), 2), 3). Lembrando que para qualquer variável

aleatória x vale que 0 ≤ E
(

x2 − E(x2)
)2

= E(x4) −
(

E(x2)
)2

, tem-se ψ4
0 ≥ σ4

0, e
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portanto,

D(0) = 1 + 15µ2ψ4
0

‖X‖4

M
− 6µσ2

0

‖X‖2

M
>

> 1 + 15µ2σ4
0

‖X‖4

M
− 6µσ2

0

‖X‖2

M
.

D(0) pode ser reescrito como

D(0) ≥
(

1 − 3µσ2
0

‖X‖2

M

)2

+ 15µ2σ4
0

‖X‖4

M
−

− 9µ2σ4
0

‖X‖4

M2
≥ 0.

Isto prova 1). Para 2), considere primeiramente um polinômio genérico de

segundo grau c + by + ay2, with a > 0. Seu mı́nimo é atingido em

ymin =
−b

2a
,

e o valor mı́nimo é

c + b
−b

2a
+ a

(−b

2a

)2

= c − b2

4a
.

Aplicando esse resultado a D(y), lembrando que ψ4
0 ≥ σ4

0, e definindo β =

µσ2
0‖X‖2, obtém-se

ymin =
2 − 15µσ2

0‖X‖2

10µ‖X‖4
(M + 4),

Dmin = 1 + 15µ2ψ4
0

‖X‖4

M
− 6µσ2

0

‖X‖2

M
−

− 3(M + 4)
4 − 60µσ2

0‖X‖2 + 225µ2σ4
0‖X‖4

20M(M + 2)
=

= 1 − 3

5

M + 4

M(M + 2)
−

− 60(2 − 5βψ4
0/σ

4
0)β(M + 2) + (M + 4)β(675β − 180)

20M(M + 2)
≥

≥ 1 − 3

5

M + 4

M(M + 2)
− (75M + 420)β − (12M + 96)

4M(M + 2)
β.
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Agora demonstra-se 3). Dmin pode ser negativo apenas se (75M+420)µσ2
0‖X‖2−

(12M + 96) > 0. Nesta condição, ymin é limitado por

ymin <
M + 4

10µ‖X‖4

(

2 − 15
12M + 96

75M + 420

)

=

= − M + 4

10µ‖X‖4

2M + 40

5M + 28
< 0.

Isto conclui a demonstração.
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REFERÊNCIAS

1 WALACH, E.; WIDROW, B. The least mean fourth (LMF) adaptive
algorithm and its family. IEEE Trans. Inform. Theory, IT-30, n. 2, p. 275–283,
mar. 1984.

2 SETHARES, W. A. Adaptive algorithms with nonlinear data and error
functions. IEEE Trans. Signal Processing, v. 40, n. 9, p. 2199–2206, set. 1992.

3 YOUSEF, N.; SAYED, A. H. Tracking analysis of the LMF and LMMN
adaptive algorithms. In: Conference Record of the Thirty-Third Asilomar
Conference on Signals, Systems, and Computers. Pacific Grove, EUA: [s.n.],
1999. v. 1, p. 786–790.

4 KOIKE, S. Stability conditions for adaptive algorithms with non-quadratic
error criteria. In: EUSIPCO2000. Tampere, Finland: [s.n.], 2000. p. 131–134.

5 AL-NAFFOURI, T. Y.; SAYED, A. H. Adaptive filters with error
nonlinearities: mean-square analysis and optimum design. In: EURASIP Journal
on Applied Signal Processing. [S.l.: s.n.], 2001. p. 192–205.

6 KOIKE, S. Analysis of the least mean fourth algorithm based on gaussian
distributed tap weights. In: IEEE. IEEE International Symposium on Intelligent
Signal Processing and Communication Systems, ISPACS 2001. Nashville, USA,
2001.

7 AL-NAFFOURI, T. Y.; SAYED, A. H. Transient analysis of adaptive filters
with error nonlinearities. IEEE Trans. Signal Processing, v. 51, n. 3, p. 653–663,
mar. 2003.

8 SAYED, A. H.; AL-NAFFOURI, T. Y.; NASCIMENTO, V. H. Energy
conservation in adaptive filtering. In: BARNER, K. E.; ARCE, G. R. (Ed.).
Nonlinear Signal and Image Processing: Theory, Methods, and Applications.
[S.l.]: CRC Press, 2003, (The Electrical Engineering and Applied Signal
Processing Series). cap. 1, p. 223–255.
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