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Propriedades do Algoritmo LMS Operando em Precisão Finita
Yasḿın R. Montenegro Maluenda, José Carlos M. Bermudez e V́ıtor H. Nascimento

Resumo— Este artigo apresenta uma nova modelagem do compor-
tamento do algoritmo LMS quando implementado em precis̃ao finita.
Os coeficientes do filtro adaptativo s̃ao modelados como uma cadeia
de Markov, e a matriz de probabilidades de transiç̃ao da cadeia é
determinada para o caso unidimensional. Desta forma são eliminadas
as linearizaç̃oes empregadas nos modelos existentes na literatura. A
partir desse resultado, s̃ao determinadas as condiç̃oes sobre o passo de
adaptaç̃ao para que o algoritmo convirja para o pontoótimo em regime
permanente. Comportamentos ñao observados no caso de precisão infinita
podem ser claramente identificados com o modelo proposto. Resultados de
simulação Monte Carlo comprovaram a qualidade do modelo proposto.

Palavras-Chave— Filtragem adaptativa, algoritmo LMS, aritm ética de
precisão finita, análise estoćastica.

Abstract— This paper presents a new model for the behavior of the
LMS algorithm when implemented in finite precision. The adaptive filter
coefficients are modelated as a Markov chain and the matrix of transition
probabilities are determined for the one-dimensional case. The lineariza-
tion used in other models available in the literature are eliminated. Using
these results, conditions on the step size for convergence to the optimum
steady–state solution are determined. Algorithm behaviors not seen in the
infinite precision case can be clearly identified with the proposed model.
Monte Carlo simulation results ilustrate the quality of the proposed
model.

Keywords— Adaptive filtering, LMS algorithm, finite-precision arith-
metic, stochastic analysis.

I. I NTRODUÇÃO

O algoritmo LMS (Least Mean Square)é um dos mais utilizados na
implementaç̃ao de sistemas adaptativos para operação em tempo real
devido à sua simplicidade e robustez [1], [2]. Tais implementações
freqüentemente utilizamhardwareespećıfico operando em aritḿetica
de ponto fixo. Os modelos existentes para o comportamento do
algoritmo em precis̃ao infinita tornam-se inadequados no caso de
precis̃ao finita. A acumulaç̃ao de erros de quantização e os efeitos
não-lineares inerentes a tais implementações podem levar a com-
portamentos que se distanciam significativamente do previsto pela
teoria desenvolvida para precisão infinita. Assim, torna-se importante
a modelagem do comportamento do algoritmo quando implementado
em precis̃ao finita.

Dado esse interesse prático, o comportamento do algoritmo LMS
quando implementado em precisão finita tem sido analisado por
diversos pesquisadores [1]–[9]. Em [3] e [4], são apresentados
modelos analı́ticos para implementações em ponto fixo utilizando
estat́ısticas de segunda ordem dos sinais envolvidos. No entanto, [3] e
[4] modelam o efeito da precisão finita por um sistema linear em que
o erro de quantização é representado por um ruı́do branco aditivo.
Esses modelos mostram-se inadequados para a determinação do
comportamento ñao-linear caracterı́stico de um algoritmo adaptativo
operando em precisão finita. O modelo linearizadóe satisfat́orio
durante os primeiros estados de adaptação, quando o erróe grande.
Quando o erro decresce e aproxima-se do regime permanente, o
comportamento do algoritmo não pode ser previsto por um modelo
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linear [8]. Em [6]–[9] s̃ao derivados modelos baseados na função
caracteŕıstica de um quantizador operando em complemento de dois.
Tais modelos incorporam a natureza não-linear da quantização na
equaç̃ao de atualizaç̃ao dos coeficientes do filtro adaptativo, levando a
previs̃oes mais acuradas do comportamento do algoritmo LMS, tanto
durante o transitório quanto em regime permanente. Tais modelos,
no entanto, ñao consideram os efeitos de quantização dos sinais de
entrada ou os efeitos de saturação inerentes ao processamento em
precis̃ao finita.

Este artigo analisa algumas propriedades do comportamento do
algoritmo LMS em regime permanente, considerando sinais e co-
eficientes representados em precisão finita, e incluindo os efeitos
de saturaç̃ao. O estudóe feito para o caso de comprimento 1 (um
único coeficientewn) para evitar a complexidade algébrica inerente
ao caso multidimensional. O estudo deste caso, no entanto, permite
a obtenç̃ao de informaç̃oes importantes sobre o comportamento
do algoritmo, que ñao poderiam ser obtidas usando os modelos
existentes na literatura. O coeficiente adaptativoé modelado como
uma cadeia de Markov. A sua função densidade de probabilidade
(fdp) é determinada, condicionada ao valor do coeficiente anterior
e ao estado do sinal de entrada. A partir da fdp dos coeficientes,
determina-se a matriz de probabilidades de transição da cadeia de
Markov e, atrav́es de suas propriedades, estuda-se a estabilidade e o
comportamento do algoritmo em regime permanente.

Na Seç̃ao II determina-se a fdp condicionalfwn+1
(wn+1|xn, wn)

do coeficiente adaptativo. Na Seção III determina-se uma condição
suficiente sobre o passo de adaptação µ para a converĝencia do
algoritmo. Na Secç̃ao IV valida-se o modelo proposto, apresentando
exemplos de comparação entre os desempenhos previsto pelo modelo
teórico e obtido por simulaç̃ao. A Seç̃ao V apresenta as conclusões
do trabalho.

II. D EFINIÇÃO DO PROBLEMA

Considere o diagrama em blocos mostrado na Fig. 1, referente ao
problema de identificação de sistemas.
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Fig. 1. Identificaç̃ao de Sistemas implementada em precisão finita

Na Fig. 1, xn é o sinal de entrada,zn é um rúıdo aditivo,
considerado branco, gaussiano e de média zero edn é o sinal
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desejado.ŵ é o coeficiente do sistema desconhecido ewn é o coe-
ficiente do filtro adaptativo. Assume-se quexn é um sinal aleatório
discreto com−1 ≤ xn ≤ 1, quantizado comb bits, e com todos
os ńıveis equiprov́aveis. Assume-se também que os coeficientes do
filtro adaptativo e as operações internas do sistema (dentro da caixa
tracejada) s̃ao realizadas comb bits de precis̃ao. Os blocosQ1 e Q2

são quantizadores deb bits com passo uniforme∆ = 21−b e com
sáıdas limitadas em[−1, 1]. A Fig. 2 mostra a funç̃ao de transferência
do quantizador parab = 3. O sinal dQn é a vers̃ao quantizada de
dn, d̂Qn é a sáıda do filtro adaptativo quantizada emb bits1 e eQn

é o erro de estimação representado emb bits.
Para simplificaç̃ao dos ćalculos, considera-se um intervalo

simétrico para a saı́da do quantizador, ou seja um total deN = 2b+1
ńıveis na sáıda de Qi, i = 1, 2. Essa consideração simplifica
os ćalculos e reduz significativamente a complexidade computa-
cional dos modelos analı́ticos, sem levar a erros significativos na
representaç̃ao de sistemas práticos (comb ≥ 12). 
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Fig. 2. Relaç̃ao entrada e saı́da para um quantizador de3 bits

Matematicamente, a fdp dexn é dada por

fx(x) =
1

N

k=2(b−1)
X

k=−2(b−1)

δ(x− k∆)

(1)

em queN = 2b + 1. A fdp de zn é dada por

fz(z) =
1√

2πσz

e
−

„

z
√

2σz

«2

(2)

O coeficientewn do filtro adaptativoé um sinal escalar discreto e
distribúıdo em [−1, 1].

A. Equaç̃oes do algoritmo LMS em precisão finita

Considerando a Fig. 1 e a estrutura do algoritmo LMS [1],
as equaç̃oes que definem a atualização dos coeficientes do filtro
adaptativo em precisão finita s̃ao:

dQn = Q{ ŵxn + zn }
d̂Qn = Q{wnxn }

en = dQn − d̂Qn

eQn = Q{dQn − d̂Qn}
yQn = Q{ µeQnxn }

wn+1 = Q{wn + yQn} (3)

Note que a definiç̃ao deeQn e a inclus̃ao da operaç̃ao de quantizaç̃ao
na definiç̃ao dewn+1 tornam-se necessárias devidoà possibilidade

1Em geral, a sáıda teŕa pelo menos2b bits antes deQ2, devido ao maior
comprimento de palavra do acumulador em processadores digitais.

de saturaç̃ao, uma vez que as amplitudes deen e dewn+yQn podem
extrapolar os limites de saturação do quantizador.

Para estudarmos a evolução din̂amica do coeficientewn do filtro
adaptativo, determinaremos a fdp dewn+1 condicionada emwn. Para
isso, devemos determinar diversas fdp relativas aos diferentes termos
em (3). Esse trabalhóe apresentado na próxima seç̃ao.

III. D ETERMINAÇÃO DA ESTATÍSTICA DE wn

De (3) verificamos que a fdp dewn+1 depende da estatı́stica de
yQn , a qual depende da estatı́stica deeQn que, por sua vez, depende
da estat́ısticas dedQn e ded̂Qn . Iniciamos o estudo pela fdp dedQn.

A. Determinaç̃ao da fdp dedQn

De (3), dQn = Q{dn} com dn = ŵxn + zn. Dadoŵ, definimos
xo(n) = ŵxn. Assim, Pr{xo = xo} = Pr{ŵx = xo} = Pr{x =
xo

ŵ
} e

fxo(xo) =
1

N

k=(2b−1)
X

k=−2(b−1)

δ(xo − kŵ∆) (4)

Como dn é a soma de duas variáveis aleat́orias independentes, sua
fdp seŕa dada pela convolução das fdp individuais. Assim, comozn =
dn − xo(n),

fd(d) =

Z

∞

−∞

fxo(xo)fz(d − xo)dxo (5)

Substituindo (2) e (4) em (5), e comxo = ŵk∆, a funç̃ao densidade
de probabilidade dedn não quantizado,fd(d) fica:

fd(d) =
1

Nσz

√
2π

k=2(b−1)
X

k=−2(b−1)

e
−

„

d−ŵk∆
√

2σz

«2

(6)

Para determinar a fdp dedQn , deve-se determinar a probabilidade
de que dn esteja noi-ésimo intervalo de quantização [d1i , d2i ].
Denominando essa probabilidadeDi, tem-se

Di =

Z d2i

d1i

fd(d)dd (7)

Substituindo (6) em (7) tem-se que

Di =
1

Nxσz

√
2π

k=2(b−1)
X

k=−2(b−1)

Z d2i

d1i

e
−

„

d−ŵk∆
√

2σz

«2

dd (8)

Resolvendo (8) tem-se de [10],

Di =
1

Nx

k=2(b−1)
X

k=−2(b−1)

»

erf

„

d2i − kŵ∆

σz

«

− erf

„

d1i − kŵ∆

σz

«–

e a fdpé dada por:

fdQ
(dQ) =

i=2(b−1)
X

i=−2(b−1)

Diδ(dQ − i∆) (9)

comd2i = i∆+0,5∆ e d1i = i∆−0,5∆ (note que o limite inferior
do primeiro intervaloé −∞, e analogamente o limite superior do
último intervaloé +∞).

Conhecida a fdp dedQ, é posśıvel determinar a fdp do erro
quantizado.
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B. Determinaç̃ao da fdp condicional deeQn

Da Fig. 1 e de (3),eQn = Q{dQn−d̂Qn}, comd̂Qn = Q{wnxn}.
As varíaveis aleat́orias dQn e Q{wnxn} dependem da variável
aleat́oria xn e do coeficiente do filtrown. Assim, a fdp de interesse
é feQ(eQ|k∆, wn).

Note que o resultado deen em (3) pode superar o ḿaximo ou o
mı́nimo valores estabelecido pela reposta do quantizador. Assim, para
|en| > 1 os valores deeQn ficar̃ao saturados nos valores extremos
da reposta do quantizador.

Inicialmente, deve-se determinar a fdp deen. Considerando que

d
Qmáx = 2(b−1)∆ = 1 e Q{wnxn}mı́n = −2(b−1)∆ = −1

tem-se que,

{en}max = 2b∆ = 2 e {en}min = −2b∆ = −2

A fdp de en seŕa dada por:

fe {e|k∆, wn} =

ke=2b
X

ke=−2b

Ekeδ(e − ke∆)

em queEke representa a probabilidade de ocorrência doke-ésimo
estado deen. A seguir apresentam-se os passos para determinarEke .

Seja

Q{wnxn} = Q{wnk∆} = round{wnk}∆

em queround{x}, param ≤ x < m + 1, m ∈ Z, é:

⌊x⌉ =

8

<

:

m sex < m + 1
2

m + 1 sex ≥ m + 1
2

Ent̃ao en = dQn − ⌊wnk⌉∆
em que

Pr{e = e|k∆, wn} =

Pr{dQ − ⌊wnk⌉∆ = e|k∆, wn} =

Pr{dQ = e + ⌊wnk⌉∆}|k∆, wn}

UsandoPr{dQ} determinada a partir de (9), tem-se:

Eke =
1

N

»

erf

„

d2ke − ŵx

σz

«

− erf

„

d1ke − ŵx

σz

«–

com (novamente, excetuando o limite inferior do primeiro intervalo
e o limite superior dóultimo intervalo)

d2ke = dQn + 0,5∆ = ke∆ + ⌊wnk⌉∆ + 0,5∆, e

d1ke = dQn − 0,5∆ = ke∆ + ⌊wnk⌉∆ − 0,5∆.

ComoeQn é obtido deen pela saturaç̃ao dos valores que excedem
os limites do quantizador, as probabilidades de ocorrência destes
valores devem somar-seàs probabilidades de ocorrência dos valores
extremos na distribuiç̃ao deeQn . Assim a fdp deeQn é dada por:

feQ(eQ|k∆, wn) =

k1=2(b−1)
X

k1=−2(b−1)

Pr{eQ = k1∆|k∆, wn}δ(eQ − k1∆)

(10)

em que

Pr{eQ = k1∆|k∆, wn}

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Pr{e = k1∆|k∆, wn}, |eQn| < 1
ke=2b
X

ke=k1

Pr{e = ke∆|k∆, wn}, eQn = 1

ke=−2b
X

ke=k1

Pr{e = ke∆|k∆, wn}, eQn = −1

(11)

C. Determinaç̃ao da fdp deyQn

Considereyn = µeQnxn, sendo queeQn e xn são valores
quantizados. Assim,

yn = µke∆k∆ = µ(kek)∆2 = µky∆y (12)

em queky = ke k e ∆y = ∆2.
Como max{k}=max{ke}=2(b−1), o máximo valor deky em (12)

é kymax = 22(b−1). Portanto,kymin = −22(b−1). Sendoyn =
µeQnxn, tem-se que

eQn =
yn

µxn

=
µky∆2

µxn

=
µky∆2

µk∆
=

ky∆

k

assim, as probabilidades deyn não quantizado e condicionado em
k∆ e wn são dadas por:

Pr{yn = yn|k∆, wn} = Pr{µeQnxn = yn|k∆, wn}

= Pr



eQn =
ky∆

k

˛

˛

˛

˛

k∆, wn

ff

(13)

em quePr{eQ|k∆, wn} pode ser determinada de (10) e (11). Assim,
a fdp deyn fica

fy(y|k∆, wn)

=

ky=22(b−1)

X

ky=−22(b−1)

Pr



eQ =
ky∆

k
|k∆, wn

ff

δ(y − µky∆y)
(14)

Comoyn é o resultado de uma multiplicação de ńumeros deb bits
seu valor ñao seŕa múltiplo de∆. yQn seŕa o valor deyn quantizado
com b bits. Assim, a fdp deyQn seŕa:

fyQ
{yQ|k∆, wn}

=

kyQ
=2(b−1)

X

kyQ
=−2(b−1)

Pr
˘

yQ = kyQ
∆|k∆, wn

¯

δ(yQ − kyQ
∆)

(15)

com

Pr{yQ = kyQ
∆|k∆, wn}

= Pr{y ≥ y1|k∆}U(y − y1) − Pr{y ≥ y2|k∆}U(y − y2)
(16)

paray1 = kyQ
∆− 0,5∆, y2 = kyQ

∆ + 0,5∆ e U(·) representando
a funç̃ao degrau unit́ario.

Conhecida a fdp deyQn podemos determinar a estatı́stica dewn+1.

D. Determinaç̃ao da fdp dewn+1

Para simplificar as equações, definimos a variável ωn+1 = wn +
yQn. Assim,

ωn+1 = wn + Q{µeQnxn} = wn + Q{yn} (17)

e

Pr{ωn+1 = kw1∆|k∆, wn}
= Pr{wn + yQ = kw1∆|k∆, wn}
= Pr{yQ = kw1∆ − wn|k∆, wn}

(18)
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Essa probabilidade pode ser determinada a partir de (15) e (16). No
entanto, para determinarmos a estatı́stica dewn+1 precisamos incluir
os efeitos de saturação em (18). Logo,

fw {wn+1|k∆, wn}

=

kw=2b−1
X

kw=−2b−1

Pr{wn+1 = kw∆|k∆, wn}δ(wn+1 − kw∆)
(19)

em que

Pr{wn+1 = kw∆|k∆, wn}

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Pr{w1n+1 = kw∆|k∆, wn}, |wn+1| < 1
kw1=2b

X

kw1=kw

Pr{w1n+1 = kw1∆|k∆, wn}, wn+1 = 1

kw1=−2b
X

kw1=kw

Pr{w1n+1 = kw1∆|k∆, wn}, wn+1 = −1

(20)

Essa equaç̃ao permite a determinação dos elementos da matriz de
transiç̃ao de estados da cadeia de Markov, conforme explicado na
próxima seç̃ao.

IV. L IMITES DO PASSO DEADAPTAÇÃO

Conhecidas as probabilidades de transição entre os estados dos
coeficientes,é posśıvel determinar a matriz de probabilidades de
transiç̃aoPw da cadeia de Markov. Mais do que isso, podemos deter-
minar condiç̃oes a serem satisfeitas para quePw tenha propriedades
desej́aveis para o comportamento adequado do algoritmo LMS em
precis̃ao finita. Por exemplo, o algoritmo deve ser projetado de forma
a permitir a converĝencia do coeficiente para o seu valorótimo ŵ na
auŝencia de rúıdo de mediç̃ao, independentemente do valor inicial de
wn. Esse requisito implica em que a matrizPw deveŕa ter umaúnica
classe final, com uḿunico estado absorvente emwn = ŵ. Assim,
Pw deve corresponder a uma cadeia de Markov quase-ergódica [11].

Inicialmente, existe a possibilidade de paralização do algoritmo em
um ambiente de precisão finita. Basta para isso que o ajuste gerado
pelo algoritmo seja menor do que um passo de quantização. Neste
caso wn+1 = wn em (3) e o algoritmo ficará paralizado. Outro
aspecto importantée a garantia de quewn = ŵ seja um estado
absorvente da cadeia de Markov, para queŵ seja a soluç̃ao em regime
permanente. Esses dois aspectos são estudados nessa seção.

A. Limite inferior do passo de adaptação

Para evitar a paralização do algoritmo, o termo de ajuste do
coeficiente em (3) deve satisfazer

|Q{ µeQnxn }| ≥ ∆

ou, equivalentemente,

|µeQnxn| ≥
∆

2
(21)

Como |eQn | ≥ ∆ (para rúıdo baixo) sempre quewn 6= ŵ, (21)
resulta na condiç̃ao |µxn| ≥ 1

2
. O ḿınimo valor deµ que satisfaz

essa condiç̃ao ocorre para|xn| = 1. Assim, a condiç̃ao sobre o passo
µ para que o algoritmo ñao fique paralizado parawn 6= ŵ é

µ ≥ 1

2
(22)

B. Limite superior do passo de adaptação

Para quewn = ŵ seja um estado absorvente da cadeia de Markov,
yQn deve ser igual a zero para toda entradaxn quandown = ŵ.
Desta forma teremoswn+1 = wn. Essa condiç̃ao traduz-se na
propriedade

kx=2(b−1)
X

kx=−2(b−1)

Pr



(µeQkx∆) <
∆

2

ff

= 1 (23)

em que

|eQn| = |Q{ŵxn + zn} − Q{ŵxn}| (24)

Analisando essas expressões, tem-se que:

1) Com |xn| = 1 a equaç̃ao (24) fica,

|eQn| = |Q{ŵ + zn} − Q{ŵ}|

parazn ≪ ∆
2

tem-se que,

|eQn| = |Q{ŵ} − Q{ŵ}| = 0.

Assim, yQn = 0 para|xn| = 1.
2) Com |xn| 6= 1, sempre poderá acontecer deeQn 6= 0, pois,

por exemplo, sêwxn = k∆/2,2

|eQn| =

˛

˛

˛

˛

Q



k
∆

2
+ zn

ff

− Q



k
∆

2

ff ˛

˛

˛

˛

parazn ≪ ∆
2

mas ñao-nulo, o pior caso para o estado de erro
é

|eQn| = ∆. (25)

Substituindo (25) na expressão deyn tem-se:

|yn| = |Q{µ∆xn}|

Para queyQn = 0, devemos ter|yn| < ∆
2

. Assim,

|µxn| <
1

2
(26)

O pior caso para|xn| 6= 1 é |xn| = 1 − ∆ (estado menor
seguinte a|xn| = 1). Logo, a condiç̃ao fica

µ <
1

2(1 − ∆)
(27)

Como∆ = 21−b, tem-se

µ <
2b

2b+1 − 4
(28)

Assim, paraµ no intervalo

1

2
< µ <

2b

2(b+1) − 4
(29)

a matrizPw seŕa quase–erǵodica com um estado absorvente emwn =
ŵ para todoxn.

Note que a condiç̃ao (29) é uma condiç̃ao suficiente, devidòa
possibilidade de saturação. Considerando a saturação, wn+1 pode
ser igual awn parayQn 6= 0. Por exemplo, sewn = 1 e yQn ≥ ∆
em (3),wn +yQn seŕa maior do que o ńıvel máximo do quantizador,
e wn+1 ficaŕa saturado em1. Neste caso, teremoswn+1 = wn = 1
mesmo seµ não satisfizer (29).

2Assumindo que o valor̂w coincida com um estadown. Seŵ não satisfazer
essa condiç̃ao, estaremos determinando o limite paraµ que garante quewn

convirja para o estado do mais próximo deŵ.
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Note tamb́em que, caso o passoµ seja representado com a mesma
precis̃ao nuḿerica que os sinais e os coeficientes do filtro, não h́a
valor de passo possı́vel dentro do intervalo acima parab > 1, pois

1

2(1 − ∆)
− 1

2
=

∆

2(1 − ∆)
≤ ∆, parab > 1.

Assim, em situaç̃oes reais o LMS nunca irá convergir para o valor
exatoŵ do coeficientéotimo, mesmo que esse coeficienteótimo tenha
uma representação nuḿerica exata. Em outras palavras, em precisão
finita com ponto fixo, o desajuste do LMS sempre será ñao-nulo.

V. V ERIFICAÇÃO DO MODELO PROPOSTO

Esta seç̃ao apresenta resultados de simulação para verificaç̃ao
dos resultados teóricos obtidos. Para a realização dos exemplos
aqui apresentados, os limites de saturação dos quantizadores foram
considerados siḿetricos na simulaç̃ao. Isso foi feito devidoà
dificuldade de apresentação das matrizes de transição de estados
das cadeias de Markov parab > 3, já que a dimens̃ao da matriz
cresce exponencialmente com o número de bits. Com um número
de bits t̃ao reduzido, as probabilidades calculadas pela teoria e
por simulaç̃ao difeririam consideravelmente se a simulação fosse
feita com quantizadores assimétricos. Essa divergência torna-se
despreźıvel para valores práticos deb.

Exemplo 1: Considere b = 3. Neste caso, os nı́veis de
quantizaç̃ao parawn ser̃ao dados por{wn ∈ [−1 − 0.75 − 0.5 −
0.25 0 0.25 0.5 0.75 1]}. De (29), 0.5 ≤ µ < 0.67. Para
ŵ = 0.25, σz = 10−3 e µ = 0.5, a matrizPw determinada a partir
de uma ḿedia de 100.000 realizaçõesé dada por,

Estados [ −1 −0.75 −0.5 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 ]
2

6

6

6

6

4

−1.00
−0.75
−0.50
−0.25
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

3

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

4

0.33 0.22 0.44 0 0 0 0 0 0
0 0.33 0.44 0.23 0 0 0 0 0
0 0 0.44 0.33 0.22 0 0 0 0
0 0 0 0.44 0.56 0 0 0 0
0 0 0 0 0.78 0.22 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0.22 0.78 0 0
0 0 0 0 0 0 0.33 0.67 0
0 0 0 0 0 0 0.22 0.33 0.44

3

7

7

7

7

5

A matriz Pw obtida usando-se o modelo propostoé dada por:

Estados [ −1 −0.75 −0.5 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 ]
2

6

6

6

6

4

−1.00
−0.75
−0.50
−0.25
0.00
0.25
0.5
0.75
1.00

3

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

4

0.33 0.22 0.44 0 0 0 0 0 0
0 0.33 0.44 0.22 0 0 0 0 0
0 0 0.44 0.33 0.22 0 0 0 0
0 0 0 0.44 0.56 0 0 0 0
0 0 0 0 0.78 0.22 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0.22 0.78 0 0
0 0 0 0 0 0 0.33 0.67 0
0 0 0 0 0 0 0.22 0.33 0.44

3

7

7

7

7

5

Note que, conforme previsto pela teoria,Pw tem um único
estado absorvente emwn = ŵ = 0.25, indicado pelo valor 1 na
sexta coluna. Assim, independentemente do estado inicialw0, o
coeficiente converge sempre paraŵ. Essa propriedadée confirmada
pela matrizP 1000

w , aṕos 1000 passos do algoritmo:

Estados [ −1 −0.75 −0.5 −0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 ]
2

6

6

6

6

4

−1.00
−0.75
−0.50
−0.25
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

3

7

7

7

7

5

0

B

B

B

B

@

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0

1

C

C

C

C

A

Essa matriz mostra claramente quelimn→∞ wn = ŵ para qualquer
condiç̃ao inicial.

A Fig. 3 mostra o comportamento do algoritmo LMS para
diferentes valores de iniciaisw0
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Fig. 3. Comportamento do algoritmo LMS em precisão finita paraµ = 0.5,
ŵ = 0.25, b = 3 e estados iniciais dew0 = −0.75, w0 = 0 e w0 = 0.75

Exemplo 2: Observe agora o que acontece seµ < 1
2

para o exemplo
anterior. A matrizPw abaixoé obtida por simulaç̃ao paraµ = 0.499.

Estados [ −1 −0.75 −0.5 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1 ]
2

6

6

6

6

4

−1.00
−0.75
−0.50
−0.25
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

3

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

4

0.44 0.33 0.22 0 0 0 0 0 0
0 0.45 0.33 0.22 0 0 0 0 0
0 0 0.56 0.44 0 0 0 0 0
0 0 0 0.55 0.45 0 0 0 0
0 0 0 0 1.00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1.00 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.00 0 0
0 0 0 0 0 0 0.22 0.78 0
0 0 0 0 0 0 0 0.44 0.56

3

7

7

7

7

5

A matriz Pw obtida a partir do modelo teórico é dada por:

Estados [ −1 −0.75 −0.5 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 ]
2

6

6

6

6

4

−1.00
−0.75
−0.50
−0.25
0.00
0.25
0.5
0.75
1.00

3

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

4

0.44 0.33 0.22 0 0 0 0 0 0
0 0.44 0.33 0.22 0 0 0 0 0
0 0 0.56 0.44 0 0 0 0 0
0 0 0 0.56 0.44 0 0 0 0
0 0 0 0 1.00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1.00 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.00 0 0
0 0 0 0 0 0 0.22 0.78 0
0 0 0 0 0 0 0.22 0.44 0.56

3

7

7

7

7

5

Note que neste caso ((29) não é satisfeita), existem três classes
finais, cada uma composta por um estado absorvente. Em regime
permanente, observeP 1000

w

Estados [ −1 −0.75 −0.5 −0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 ]

0

B

B

B

B

@

−1.00
−0.75
−0.50
−0.25
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

1

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

@

0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0

1

C

C

C

C

A

Essa matriz indica que o estado estacionário pode serw = 0,
w = 0.25 ou w = 0.5, dependendo do estado inicial.
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A Fig. 4 mostra o comportamento do algoritmo LMS neste caso,
confirmando a previs̃ao téorica de diferentes estados estacionários
para diferentes inicializações dewn.
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Fig. 4. Comportamento do algoritmo LMS em precisão finita paraµ =

0.499, ŵ = 0.25, b = 3 e estados iniciais dew0 = −1, w0 = 0.25 e
w0 = 0.75

VI. CONCLUSÕES

Este artigo apresentou uma nova modelagem do comportamento
do algoritmo LMS quando implementado em precisão finita. Os
coeficientes do filtro adaptativo foram modelados como uma cadeia
de Markov, e a matriz de probabilidades de transição da cadeia foi
determinada para o caso unidimensional. Desta forma são eliminadas
as linearizaç̃oes empregadas nos modelos existentes na literatura.
A partir desse resultado, foram determinadas as condições sobre
o passo de adaptação para que o algoritmo convirja para o ponto
ótimo em regime permanente. Resultados de simulação Monte Carlo
comprovaram a qualidade do modelo proposto.
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