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Reconhecimento de Formas Planas Invariante sob Transformação
Afim

Resumo Um objeto visto de diferentes pontos de vista
resulta em imagens diferentemente deformadas. O reco-
nhecimento de formas invariante sob transformação afim
deve classificar corretamente um objeto, independentemente
do ponto de vista. Neste trabalho, propomos novas carac-
teŕısticas locais e globais invariante sob transformação afim.
Estas caracterı́sticas podem ser usadas para reconhecimento
supervisionado ou ñao-supervisionado de formas, e para a
recuperaç̃ao e indexaç̃ao de imagens baseado no contorno
da forma. Uma das caracterı́sticas propostas está relacio-
nada com a deficiência convexa e as outras são extráıdas a
partir da matriz déareas. A matriz déareas foi usada por
Shen [20] para o casamento por similaridade na recuperação
de imagens. Este casamentoé realizado entre duas matrizes
para determinar a similaridade das formas. Porém, diferente-
mente do trabalho de Shen, reduzimos a informação contida
na matriz déareas em tr̂es vetores coluna. Além disso, para-
metrizamos o contorno das formas usando o parâmetro com-
primento de arco afim. Isto torna as nossas caracterı́sticas ro-
bustas a parametrização da forma, enquanto que o trabalho
de Shen ñao possui esta propriedade. Os resultados experi-
mentais indicam que as nossas caracterı́sticas podem classi-
ficar corretamente até as formas altamente deformadas e for-
mas ruidosas usando um pequeno conjunto de treinamento.

Keywords Shape· Features invariant· Affine transforma-
tion · Affine length· Affine parameterization

1 Introduction

Um problema importante no reconhecimento de objetosé o
fato de que um objeto pode ser visto desde diferentes pon-
tos de vista, resultando em imagens diferentes. Conseqüen-
temente, a invariância a ponto de vistáe uma propriedade
desej́avel em muitos sistemas de reconhecimento de for-
mas. Para objetos quase planos, estas deformações podem
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ser modeladas aproximadamente por transformações afins,
se os pontos de vista estiverem suficientemente distantes do
objeto. Na literatura, encontramos muitos trabalhos sobre
o reconhecimento de formas invariante sob transformação
afim. Alguns exemplos são os descritores de Fourier invari-
antes afins [1,4], os momentos invariantes afins [6,8,22] e o
espaço-escala da curvatura afim [12,13]. Nestes trabalhos, a
idéia fundamentaĺe realizar uma parametrização invariante
afim do contorno das formas, usualmente istoé feito atrav́es
do uso do par̂ametro comprimento de arco afim [1,6,19,22].

Usualmente, uma boa taxa de classificação pode ser
obtida usando simultaneamente as caracterı́sticas locais e
globais. As caracterı́sticas locais s̃ao senśıveis a rúıdos e,
na pŕatica, a quantidade de informações locais disponı́veis
são usualmente insuficientes para uma classificação robusta.
Alguns exemplos de caracterı́sticas locais s̃ao os invarian-
tes geoḿetricos [18], as esquinas (corners) [17] e a curva-
tura [11]. Por outro lado, as caracterı́sticas globais s̃ao rela-
tivamente insensı́veis a rúıdos e duas formas similares nor-
malmente possuem as caracterı́sticas globais semelhantes.
Dois exemplos simples de caracterı́sticas globais s̃ao aárea
e a deficîencia convexa.

A deficiência convexáe uma caracterı́stica global que
cont́em informaç̃ao sobre as concavidades da forma. Esta
caracteŕısticaé invariante sob transformação de translaç̃ao,
rotaç̃ao e facilmente pode se tornar invarianteà escala uni-
forme. Ñao menos simpleśe mostrar que ela pode também
se tornar invariante afim. Na literatura, não encontramos ne-
nhum resultado sobre esta propriedade da deficiência con-
vexa. Neste trabalho, mostramos uma forma de tornar esta
caracteŕıstica invariante sob transformação afim. As outras
caracteŕısticas propostas são extráıdas a partir da matriz de
áreas. A matriz déareas, obtida a partir do contorno de
uma forma, foi usada por Shen [20] para o casamento de
formas por similaridade em recuperação de imagens invari-
ante afim. Este casamentoé realizado entre duas matrizes.
A matriz deáreas cont́em muita informaç̃ao sobre a forma.
Para seŕutil, diferentemente do trabalho de Shen, reduzi-
mos a informaç̃ao contida na matriz déareas em tr̂es veto-
res coluna. A partir destes vetores, definimos as outras ca-
racteŕısticas. Shen descreve duas propriedades interessantes
da matriz déareas. A primeiráe que ela pode se tornar in-
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variante sob transformação afim. A segundáe que as suas
colunas cont́em informaç̃oes multi-escala: as colunas cen-
trais cont́em informaç̃oes globais ou em escala grossa e as
colunas perif́ericas cont́em informaç̃oes locais ou em es-
cala fina. Diferentemente do trabalho de Shen, parametri-
zamos as formas usando o parâmetro comprimento de arco
afim. Este procedimento torna a matriz deáreas robusta a
parametrizaç̃ao da forma. A complexidade computacional
do trabalho de Shen depende da dimensão da matriz de
áreas. Ńos, ao contŕario, extráımos e processamos somente
as informaç̃oes relevantes, diminuindo a complexidade com-
putacional. Na fase de reconhecimento, usamos o algoritmo
dosk-vizinhos mais pŕoximos.

O resto do trabalho está organizado como segue.
A Seç̃ao 2 trata das derivadas discretas, daárea, da
transformaç̃ao afim e da parametrização afim e sua
implementaç̃ao. Na Seç̃ao 3, descrevemos a matriz deáreas,
a sua normalizaç̃ao e a extraç̃ao de informaç̃oes relevantes.
A Seç̃ao 4 trata das caracterı́sticas propostas e sua análise,
do algoritmo de treinamento e do algoritmo de classificação.
Os resultados experimentais estão expostos na Seção 5. Fi-
nalmente, na Seção 6 apresentamos as conclusões deste tra-
balho.

2 Conceitos Fundamentais

Seja u : [0,T] → R
2 uma curva paraḿetrica fechada, de

peŕıodoT, ou seja:

u(t) = (x(t),y(t)) para t ∈ [0,T]. (1)

Observe que existem infinitas curvas paramétricas geometri-
camente equivalentes au. Como conseq̈uência, uma mesma
curva pode ter diferentes parametrizações. Mais ainda, estas
parametrizaç̃oes mudam sob transformações afins.

Em geral, as curvas de uma aplicação podem ter sido
parametrizadas com um número diferente de pontosT. Usu-
almente, todas as curvas são normalizadas para ter o mesmo
número de pontos. Este número de pontos ñao pode ser
muito pequeno (perda de informação na representação do
contorno da forma) ou muito grande (aumento da comple-
xidade computacional). Na prática, este ńumero de pontośe
estimado experimentalmente para uma aplicação em parti-
cular.

2.1 Derivadas Discretas

Nesta subseção, mostramos brevemente três formas de cal-
cular numericamente uma aproximação da primeira e da se-
gunda derivada de uma função. Estas aproximações s̃ao ba-
seadas nas equações de diferenças finitas da função os quais
são obtidas a partir da expansão em śerie de Taylor da funç̃ao
a ser aproximada. Uma referência mais detalhada e completa
encontrasse em [7].

A primeira e segunda derivadas deu(t) são denotadas,
respectivamente, como:

u̇(t) = (ẋ(t), ẏ(t)), ü(t) = (ẍ(t), ÿ(t)).

Lembremos que temos somente a seqüencia de pontos
u(0),u(1), . . . ,u(T) a partir dos quais devemos calcular as
derivadas. Nas seguintes aproximações, o valor deh é cons-
tante e na pŕatica considera-seh = 1.

Forward Differences

u̇(t) =
u(t +h)−u(t)

h

ü(t) =
u(t +2h)−2u(t +h)+u(t)

h2

Backward Differences

u̇(t) =
u(t)−u(t −h)

h

ü(t) =
u(t)−2u(t −h)+u(t −2h)

h2

Central Differences

u̇(t) =
u(t +h)−u(t −h)

2h

ü(t) =
u(t +h)−2u(t)+u(t −h)

h2

2.2 Transformaç̃ao Afim

Uma transformaç̃ao afimF : R
2 →R

2 atuando sobre a curva
u é uma aplicaç̃ao tal que [21]:

F(u) = Au +T (2)

ondeA é uma matriz 2× 2 inverśıvel e T ∈ R
2 é o vetor

de translaç̃ao. Daqui em diante chamaremos a tal matrizA
dematriz afim. Se|A| > 0, ent̃ao a orientaç̃ao das curvasu
e F(u) é a mesma, caso contrário as curvas tem diferentes
orientaç̃oes.

As transformaç̃oes de rotaç̃ao, translaç̃ao e mudança
de escala uniforme não alteram a descrição geoḿetrica
da forma. Por outro lado, as transformações de es-
cala ñao-uniforme e inclinaç̃ao deformam a forma.
A transformaç̃ao afim cont́em todos estes tipos de
transformaç̃oes. As seguintes matrizes representam, respec-
tivamente, as transformações de escala, rotação e shearing:

As =

[

sx 0
0 sy

]

Aθ =

[

cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]

Aκ =

[

1 κ
0 1

]

(3)

Sesx = sy ent̃ao a matrizAs representa a transformação de
escala uniforme, caso contrario representa a transformação
de escala ñao-uniforme. Na matrizAκ , o par̂ametroκ , cha-
mado de taxa de deformação (shear ratio), controla a medida
da deformaç̃ao.
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2.3 Área e Transformaç̃ao Afim

Seja4 o triângulo formado pelos pontosv1 = (x1,y1), v2 =
(x2,y2) e v3 = (x3,y3). Ent̃ao, aárea do trîangulo4 é dada
pela seguinte f́ormula [15]:

Area(4) =
1
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(4)

Sev1, v2 e v3 são orientados no sentido anti-horário o valor
da áreaé positivo, caso contrário é negativo. SeF é uma
transformaç̃ao afim eA a sua matriz afim associada, então:

Area(F(4)) = |A|Area(4) (5)

onde |A| é o determinante da matrizA. Considerando a
Equaç̃ao 5 e o fato de que qualquer polı́gono simples 2-Du
pode ser decomposto como um conjunto de triângulos, po-
demos afirmar o seguinte:

Area(F(u)) = |A|Area(u) (6)

Neste trabalho, o fecho convexo de uma curva pa-
ramétrica fechadau é definido como a seqüência de pon-
tos que descrevem o menor polı́gono convexo contendou.
Denotamos o fecho convexo da curvau como FC(u). Para
o cálculo do fecho convexo deu, usamos o Algoritmo de
Graham [16]. Neste algoritmo, a primitivaé o sinal dáarea
do triângulo que verifica se um ponto está à esquerda de um
vetor. Este sinal ñao muda sob transformação afim deu. As-
sim, podemos afirmar que um ponto pertence ao FC(u) se, e
somente se, a sua transformada pertencer ao FC(F(u)). Con-
seq̈uentemente, podemos também afirmar o seguinte:

Area(FC(F(u))) = |A|Area(FC(u)) (7)

Baseado nas Equações 6 e 7, observamos que a deficiência
convexaé invariante sob transformação afim a menos do
fator de proporcionalidade|A|. Este fator pode ser simpli-
ficado dividindo a deficîencia convexa, por exemplo, pela
área do contorno ou pelaárea do fecho convexo do contorno.
Neste trabalho, propomos e definimos a nossa primeira ca-
racteŕıstica invariante afim da seguinte forma:

F1 =
Area(FC(u))−Area(u)

Area(FC(u))
(8)

2.4 Parametrizaç̃ao Afim

Na literatura, encontramos dois parâmetros invariantes usa-
dos para parametrizar curvas planas eúteis para resolver sa-
tisfatoriamente problemas de reconhecimento de formas. Es-
tes par̂ametros s̃ao o comprimento de arco e comprimento de
arco afim.

O par̂ametro comprimento de arcóe invariante sob
transformaç̃ao de similaridade [14]. Porém, ele ñao é inva-
riante sob transformação afim. O comprimento de arco nor-
malizado da curvau é definido como:

s(p) =

∫ p
0 (ẋ2(t)+ ẏ2(t))

1
2 dt

∫ T
0 (ẋ2(t)+ ẏ2(t))

1
2 dt

(9)

Para resolver satisfatoriamente problemas de reconheci-
mento de formas invariante sob transformação afim,é ne-
cesśario re-parametrizar as formas através de um par̂ametro
invariante afim. Neste trabalho, usamos o parâmetro compri-
mento de arco afim [6,12,19,22]. O comprimento de arco
afim normalizado da curvau é definido da seguinte forma:

sa(p) =

∫ p
0 |ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)|

1
3 dt

∫ T
0 |ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)|

1
3 dt

(10)

Na implementaç̃ao da parametrização afim do contorno de
uma forma,́e desej́avel que o par̂ametrosa seja uma funç̃ao
estritamente crescente (istoé, ñao existepi e p j tal que
sa(pi) = sa(p j)). Para garantir isto, removemos todos os
pontos da curvau com a segunda derivada nula. Isto equivale
a remover os pontos pertencentes a linhas retas.

Neste trabalho, normalizamos o número de pontos de to-
das as formas, pois as caracterı́sticas propostas dependem da
escolha deste número. Tamb́em re-parametrizamos todas as
formas usando o parâmetro comprimento de arco afim nor-
malizado. Desta forma, as nossas caracterı́sticas invariantes
afins ser̃ao robustas a parametrização da forma.

2.5 Implementaç̃ao da Parametrização Invariante

Nesta subseção, descrevemos os passos principais para a
implementaç̃ao da parametrização invariante de formas. Es-
pecificamente, estes passos se resumem em:

1. Dado o contornou(t), calcular o par̂ametro invariante
η(p), p = 0, . . . ,T;

2. Dado o ńumero de pontos para a re-parametrização, di-
vida o par̂ametroη(p) emδspartes iguais;

3. Interpolarp para obter ¯p tal queη(p̄) seja uma funç̃ao
dividida emδspartes iguais;

4. Interpolar o contornou(t) nos pontosη(p̄) para obter a
re-parametrizaç̃ao do contorno.

Na interpolaç̃ao, pode-se usar qualquer método conhecido:
linear, ćubico, spline, etc. Neste trabalho escolhemos o
método linear. Observe que o contorno re-parametrizado ad-
quire uma propriedade baseada na propriedade do parâmetro
η(p̄). No caso do parâmetro comprimento de arco normali-
zado, os pontos consecutivos sobre o contorno são eq̈uidis-
tantes. No caso do parâmetro comprimento de arco afim nor-
malizado, áarea do trîangulo formado por três pontos con-
secutivos sobre o contornoé constante.

Considere o contorno ilustrado na Figura 1(a) como o
contorno a ser re-parametrizado pelos parâmetros compri-
mento de arco normalizado e comprimento de arco afim
normalizado. Este contorno consiste de 20 pontos (t =
1,2, · · · ,20). A Figura 2 ilustra estes parâmetros divididos
em partes iguais.

A Figura 1(b) (Figura 1(c)) ilustra a re-parametrização
do contorno pelo parâmetro comprimento de arco norma-
lizado (comprimento de arco afim normalizado). No caso
da re-parametrização pelo comprimento de arco normali-
zado, os pontos sobre o contorno são bastante eqüidistan-
tes. Poŕem, o contorno perdeu informação sobre detalhes
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(a) Parte do contorno de uma forma.
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(b) Contorno parametrizado pelo compri-
mento de arco normalizado.
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(c) Contorno parametrizado pelo compri-
mento de arco afim normalizado.

Figura 1 Contorno original e duas re-parametrizações
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(a) Comprimento de arco normalizado.
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(b) Comprimento de arco afim normalizado.

Figura 2 Par̂ametros invariantes divididos em partes iguais.

pequenos. No caso da re-parametrização pelo comprimento
de arco afim normalizado, a propriedade do triângulo com
área constante não se cumpre bem para todos os pontos. Isto
é devido a que o ćalculo do par̂ametro invariante afim en-
volve o uso de derivadas de segundo ordem e como con-
seq̈uência o rúıdo é maior. Poŕem, o contorno ñao perdeu
informaç̃ao relevante. Finalmente, para mostrar o resultado
da implementaç̃ao da parametrização sobre um contorno
maior, a Figura 3 ilustra as re-parametrizações de um con-
torno de gesto da m̃ao.

3 Extração de Informações Locais e Globais de uma
Matriz de Áreas

Antes de definir a matriz déareas do contorno de uma forma,
mostramos a seguinte proposição que servira para entender
a natureza e as propriedades da matriz deáreas.

Proposition 1 Seja u(t) = (x(t),y(t)) uma curva pa-
ramétrica no plano com parametrização arbitrária t. Ent̃ao,

∆(t) = ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t) é proporcional̀a área do trîangulo
formado por tr̂es pontos consecutivos do contornou.

Considerando as diferenças centrais como aproximação para
a primeira e segunda derivada deu, obtemos o seguinte:

ẋ(t) =
x(t +h)−x(t −h)

2h
(11)

ẍ(t) =
x(t +h)−2x(t)+x(t −h)

h2 (12)

Similarmente, podemos obter as aproximações para ˙y(t) e
ÿ(t). Desta forma, o valor de∆(t) pode ser expressado como:

∆(t) =
1
h3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x(t −h) y(t −h) 1
x(t) y(t) 1
x(t +h) y(t +h) 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
2
h3 Area(u(t −h),u(t),u(t +h)) (13)

Seh = 1 ent̃ao∆(t) é proporcional áarea do trîangulo for-
mado pelos pontos consecutivosu(t −1),u(t) eu(t +1).

O sinal da curvatura deu(t) é igual ao sinal de∆(t). Para
h = 1, a Equaç̃ao 13 mostra que este sinal também é igual
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(a)

(b) (c)

Figura 3 Algumas re-amostragens de uma curva:(a) contorno original com parametrização arbitraria (89 pontos),(b) parametrizaç̃ao pelo
comprimento de arco normalizado (200 pontos), e(c) parametrizaç̃ao pelo comprimento de arco afim normalizado (200 pontos).

ao sinal da Area(u(t −1),u(t),u(t +1)). O valor deste sinal
nos indica as partes côncavas e convexas do contornou.

Portanto, considerandoh fixo e t = 0,1, . . . ,T − 1, a
seguinte curva nos fornece informações sobre as partes
côncavas e convexas do contornou:

Ψh(t) = Area(u(t −h),u(t),u(t +h)) (14)

A proposiç̃ao anterior mostra a relação entreΨh e a
curvatura. Observe que a função Ψh é invariante sob
transformaç̃ao afim do contornou a menos de um fator de
proporcionalidade.

A curvaturaé um dos mais importantes atributos que
podem ser extraı́dos de um contorno [3,5]. Motivados pela

relaç̃ao que existe entreΨh e a curvatura, nos exploramos
a funç̃aoΨh parah ≥ 1. Considerandoh = 1,2,3, . . . tere-
mos um conjunto de curvasΨ1,Ψ2,Ψ3, . . . que descrevem
informaç̃oes sobre as partes côncavas e convexas do con-
tornou numa “escala”h. A Figura 4 ilustra estas curvas ob-
tidos a partir da forma ilustrado na Figura 3(a).

Esta forma de descrever uma curva em diferentes “es-
calas” foi tamb́em usada por N. Arica [2] para descrever a
curvatura. Considerando a curvatura em todas as “escalas”
posśıveis, ele definiu o descritor BAS (Beam Angle Sta-
tistics), invariante sob transformação de similaridade, com
excelente desempenho sobre o Core Experiment CE-Shape-
1 [9].
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Figura 4 As curvasΨh.

3.1 Matriz deÁreas

Shen [20] define a matriz déareas de uma curvau como
sendo a matriz que tem como vetores coluna as curvasΨh.
Sejau(t) (t = 0, . . . ,T), uma curva fechada de perı́odo T
e sejam= (T −1)/2. SejaSti a área do trîangulo formado
pelos pontosu(t− i), u(t) eu(t + i). Ent̃ao, a matriz déareas
deu(t) é definida como:

S=













S01 S02 S03 · · · S0m
S11 S12 S13 · · · S1m
S21 S22 S23 · · · S2m
...

...
...

...
...

S(T−1)1 S(T−1)2 S(T−1)3 · · · S(T−1)m













(15)

Uma simples ańalise sobre a matriz déareas nos mostra que
ela cont́em informaç̃ao localà esquerda, global no centro e
local à direita:

S=

[

St1 · · ·Stk

informaç̃ao local

St(k+1) · · ·Stl

informaç̃ao global

St(l+1) · · ·Stm

informaç̃ao local

]t=0,...,T−1

O i-ésimo vetor coluna deS cont́em informaç̃oes locais (es-
cala fina) quando óındice i for pequeno ou pŕoximo am e
cont́em informaç̃oes globais (escala grossa) quandoi estiver

situado na região central deS. De fato, cada vetor coluna da
matriz deáreas analisa a forma numa determinada escala,
e a matriz déareas completa contém as informaç̃oes multi-
escala da forma. Observemos também que a magnitude das
informaç̃oes locais s̃ao muito menores que a magnitude das
informaç̃oes globais.

3.2 Matriz deÁreas Normalizada

A matriz deáreas cont́em informaç̃oes multi-escala. Para ser
útil, devemos diminuir a dimensão desta matriz. No trabalho
de Shen [20], a similaridade das formasé calculada atrav́es
do casamento de duas matrizes. Diferentemente do trabalho
de Shen, reduzimos a informação contida na matriz déareas
em tr̂es vetores coluna. Antes que a matriz deáreas seja re-
duzida, ela deve ser normalizada: tornar a matriz invariante
sob transformaç̃ao afim e ter todas as colunas com magnitu-
des similares.

Normalizamos a matriz déareasS em dois passos. Pri-
meiro, tornamos a matrizS invariante sob transformação
afim dividindo cada elemento deS pela soma de todos os
elementos deS. Segundo, fazemos todas as colunas terem
magnitudes similares: Dividimos cada colunai de S pelo
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Tabela 1 Configuraç̃ao das tr̂es gaussianas (m é o ńumero de colunas
deS).

Gaussiana σ µ ∆m

ge 5 0.20m 0.20m
gc 5 0.50m 0.15m
gd 5 0.85m 0.15m

pesow(i). O vetor de pesosw é calculado a partir de uma
matriz deáreas invariante afimR de uma forma representa-
tiva usando a seguinte equação:

w(i) = max
t=0,...,T−1

{|Rt,i |} i = 1, . . . ,m (16)

O método proposto para fazer todas as colunas terem mag-
nitudes similares ñaoé a melhor, poŕem serve para os nossos
proṕositos.

3.3 Extraç̃ao de Informaç̃oes Locais e Globais

Uma matriz déareas cont́em informaç̃oes em quantidade ex-
cessiva. Para serútil, ela precisa ser reduzida e organizada de
alguma forma. Extráımos as informaç̃oes relevantes a partir
de uma matriz déareas normalizadaSe as armazenamos em
três vetoresψe, ψc e ψd que resumem, respectivamente, as
informaç̃oes das colunas situadasà esquerda, no centro eà
direita da matrizS:

S=

[ St1···Stk
informaç̃ao local

↓
ψe

St(k+1)···Stl
informaç̃ao global

↓
ψc

St(l+1)···Stm
informaç̃ao local

↓
ψd

]t=0,...,T−1

Neste trabalho, propomos o seguinte método para calcular
cada um dos tr̂es vetores. Por exemplo, o vetorψe é calcu-
lado da seguinte forma:

ψe(t) =
∑i ge(i,µ,σ)St,i

∑i ge(i,µ,σ)
t = 0, . . . ,T −1 (17)

ondege é uma curva gaussiana. O centroµ desta gaussiana
est́a situado no lado esquerdo deS. Ele ñao pode estar muito
próximo à primeira coluna, para reduzir os ruı́dos presen-
tes em escala finas. O desvio-padrãoσ é escolhido para ex-
trair todas as informaç̃oes presentes no lado esquerdo deS,
sem que haja mistura com as informações da regĩao central
deS. Na implementaç̃ao da curva gaussiana, consideramos
que ela est́a definida somente no intervalo[µ −∆m,µ +∆m]
como mostrado na Figura 5(a). Os vetoresψc e ψd são cal-
culados de forma similar.

Os par̂ametros que definem as três gaussianas são defi-
nidos experimentalmente para uma aplicação em particular.
Embora, esses parâmetros poderiam serúteis tamb́em para
outras aplicaç̃oes. Neste trabalho, as três gaussianas foram
definidas de acordo a Tabela 1.

Se consideramos curvas fechadas comT = 140 pontos,
ent̃ao a Figura 5(b) ilustra a configuração das tr̂es gaussianas
(neste casom= 69).

4 Caracteŕısticas e Algoritmo de Classificaç̃ao

A seguir, definimos as nossas caracterı́sticas invariante sob
transformaç̃oes afins. Elas são definidas a partir dos veto-
resψe,ψc e ψd. O algoritmo de treinamento e classificação
tamb́em s̃ao apresentados.

4.1 Caracteŕısticas Propostas

Os vetoresψe, ψc e ψd foram definidos na Subseção 3.3.
Usamos cinco caracterı́sticas para classificar as formas:

– A caracteŕısticaF1 foi definida na Equaç̃ao 8:

F1 =
Area(FC(u))−Area(u)

Area(FC(u))

– A caracteŕısticaF2 é a soma dos valores negativos deψe:

F2 = ∑
ψe(t)<0

ψe(t)

– A caracteŕısticaF3 é a soma dos valores positivos deψe:

F3 = ∑
ψe(t)>0

ψe(t)

– A caracteŕısticaF4 é a soma deψc:

F4 = ∑ψc(t)

– A caracteŕısticaF5 é a soma deψd:

F5 = ∑ψd(t)

No ińıcio da escolha das caracterı́sticas, começamos tes-
tando as somas das partes negativas e positivas dos três ve-
tores sob rúıdo e deformaç̃ao. Os resultados foram satis-
fatórios somente para o vetorψe.

Observe que acabamos reduzindo a enorme quantidade
de informaç̃ao contida numa matriz déareas em cinco carac-
teŕısticas (vetor de caracterı́sticas). Diferentemente do tra-
balho de Shen [20], que mede a similaridade de duas for-
mas atrav́es do casamento de duas matrizes, vamos medir
a similaridade de duas formas através da dist̂ancia entre
seus vetores de caracterı́sticas. Isto torna muito mais rápido
o processo de classificação. Além disso, parametrizamos o
contorno das formas usando o parâmetro comprimento de
arco afim. Isto torna as nossas caracterı́sticas robustas a
parametrizaç̃ao da forma, enquanto que o trabalho de Shen
não possui esta propriedade.

Todas estas caracterı́sticas s̃ao invariantes sob
transformaç̃ao afim. Elas tamb́em s̃ao invariantesà es-
colha do ponto inicial. Usamos o algoritmo dosk-vizinhos
mais pŕoximos para classificar as formas. Para poder usar
este algoritmo, normalizamos as caracterı́sticas para terem
a média zero e o desvio-padrão um.

4.2 Ańalise das Caracterı́sticas

Nesta subseção, apresentamos uma análise das carac-
teŕısticas propostas. Esta análiseé feita a partir dos vetores
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∆m∆m µ
(a) Implementaç̃ao de uma curva gaussiana.
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(b) Configuraç̃ao das tr̂es gaussianas:ge,gc egd.

Figura 5 Escolhemos a curva gaussiana com o objetivo de reduzir ruı́do e ñao misturar informaç̃oes locais com informações globais.

ψe, ψc eψd. Especificamente, estudamos a mudança dos ve-
tores para diferentes parametrizações de uma mesma forma,
a robustez dos vetores para formas similares e a invariância
dos vetores sob transformação de inclinaç̃ao.

Os tr̂es vetores s̃ao baseados na soma deárea de
triângulos formados por três pontos pertencentes ao con-
torno da forma. Assim, eles são altamente dependentes a
parametrizaç̃ao da forma. A Figura 6 ilustra este fato para
uma mesma forma parametrizada pelo parâmetro compri-
mento de arco (forma(a)) e comprimento de arco afim
(forma (c)). Nesta figura,(b) e (d) são as curvas que
representam os vetoresψe, ψc e ψd para os contornos
(a) e (c), respectivamente. Observe que a dependência da
parametrizaç̃ao da formáe maior paraψc e ψd.

Para duas formas similares e parametrizadas através do
par̂ametro comprimento de arco afim, as curvas que repre-
sentam os vetoresψe, ψc e ψd tamb́em resultam similares.
Isto é ilustrado na Figura 7. Nesta figura,(a) e (c) represen-
tam duas formas similares parametrizadas pelo parâmetro
comprimento de arco afim,(b) e (d) são as curvas que re-
presentam os três vetores para os contornos(a) e (c), res-
pectivamente. Observe que o vetorψe é o mais robusto.

A invariância das curvas que representam os vetoresψe,
ψc e ψd sob transformaç̃ao de inclinaç̃ao é ilustrado na Fi-
gura 8. Os contornos deformados ((b), (c) e(d)) são obtidos
a partir da aplicaç̃ao de uma transformação de inclinaç̃ao
(κ = 1,2 e 3) sobre o contorno original(a). Antes de ex-
trair os tr̂es vetores, parametrizamos o contorno original e os
contornos deformados através do par̂ametro comprimento de
arco afim. Observe que os três vetores s̃ao os mesmos para
o contorno original e deformados. A prova disto está no fato
de que o par̂ametro comprimento de arco afim e os vetores
ψe, ψc e ψd são invariantes sob transformações afins.

4.3 Algoritmo de Treinamento

O algoritmo de treinamento consiste em calcular as cinco
caracteŕısticas e deve ser aplicado a todos os exemplos de
treinamento. Cada exemplo de treinamento deve ser apresen-
tado a este algoritmo junto com a sua correta classificação:

– Normalize o ńumero de pontos da forma.
– Re-parametrize a forma usando o parâmetro compri-

mento de arco afim (Equação 10).
– Calcule e normalize a matriz deáreas.
– Determine os vetoresψe, ψc e ψd.
– Calcule as cinco caracterı́sticas da forma.

4.4 Algoritmo de Classificaç̃ao

O algoritmo de classificação recebe como entrada uma
forma de consulta com classificação desconhecida e o
número k a ser usado no algoritmo dosk-vizinhos mais
próximos. A sáıda deste algoritmóe a classificaç̃ao da
forma.

– Dada uma forma de consulta, calcule as cinco carac-
teŕısticas como descrito no algoritmo de treinamento.
Denotemos o vetor de caracterı́sticas obtido comox.

– Procure, no conjunto de treinamento,k formas que estão
situadas mais próximas ao vetorx. A classificaç̃ao seŕa
a moda das classificações dask formas de treinamento
(isto é, a classificaç̃ao mais freq̈uente).

5 Resultados Experimentais

Aplicamos o nosso ḿetodo para o reconhecimento supervi-
sionado dos gestos estáticos de m̃ao. Usamos parte dos con-
tornos dos gestos estáticos de m̃ao considerados por Milios
e Petrakis [10].
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Figura 6 Vetoresψe, ψc e ψd de uma mesma forma com parametrizações diferentes.

Rotulamos manualmente 150 contornos fechados como
exemplos de treinamento supervisionado. Eles foram divi-
didos em seis classes, cada uma com 25 exemplos, con-
forme ilustrado na Figura 9. Todos os contornos foram re-
parametrizados usando o parâmetro comprimento de arco
afim e normalizados para terem 140 pontos. A seguir, mos-
tramos os resultados da classificação sobre formas deforma-
das e ñao-deformadas.

5.1 Formas Deformadas

Testamos a invariância afim das nossas caracterı́sticas, espe-
cificamente para as transformações de rotaç̃ao e deformaç̃ao.
Tomamos um contorno representativo de cada classe (que
não pertence ao conjunto de treinamento) e geramos 9
vers̃oes rotacionadas, rodando o contorno original por 20◦,
40◦, ..., 180◦. Depois, deformamos as 6×9 vers̃oes rotaci-
onadas com as taxas de deformação κ = 1,2 e 3, obtendo
3× 6× 9 formas deformadas. As Figuras 10, 11 e 12 ilus-

A B

C D

E F

Figura 9 Gestos de m̃ao das classes A, B, C, D, E e F.
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Figura 7 Vetoresψe, ψc e ψd de duas formas similares com parametrização pelo comprimento de arco afim.

tram a forma original e as versões deformadas com as taxas
de deformaç̃aoκ = 1,2 e 3, respectivamente.

Para a fase de reconhecimento, usamos o algoritmo dos
k-vizinhos mais pŕoximos. Testamos este algoritmo comk
variando de 1 até 25. Todas as formas deformadas foram
corretamente classificadas, para qualquerk ∈ {1, . . . ,25}.
Isto mostra a robustez das caracterı́sticas propostas sob
transformaç̃ao afim.

5.2 Formas Ñao-Deformadas

Tamb́em rotulamos manualmente 150 contornos de con-
sulta ñao-deformados, com 25 contornos em cada classe.
O conjunto dos contornos de consultaé disjunto do con-
junto dos contornos de treinamento. A Tabela 2 resume a
classificaç̃ao dos gestos de m̃ao de consulta para as formas
não-deformadas, usando o algoritmo dos 5-vizinhos mais
próximos. Nesta tabela, o elemento (linhai, coluna j) cor-
responde ao ńumero de gestos de mão manualmente rotula-
dos comoi e classificados pelo algoritmo comoj. A taxa de

Figura 10 O gesto na parte superior esquerda pertenceà classe F. Os
outros s̃ao as formas deformadas comκ = 1.
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Figura 8 Vetoresψe, ψc e ψd sob transformaç̃ao de inclinaç̃ao.

Figura 11 O gesto na parte superior esquerda pertenceà classe F. Os
outros s̃ao as formas deformadas comκ = 2.

erroé muito baixa, o que mostra a aptidão das caracterı́sticas
propostas para a classificação de formas. As Figuras 13, 14
e 15 ilustram alguns contornos de consultas não-deformados
e as suas classificações.

Figura 12 O gesto na parte superior esquerda pertenceà classe F. Os
outros s̃ao as formas deformadas comκ = 3.

6 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo, propusemos um conjunto de novas carac-
teŕısticas invariante sob transformação afim. Utilizamos es-
tas caracterı́sticas para o reconhecimento supervisionado
de formas, mas elas podem também ser usadas no reco-
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Tabela 2 Classificaç̃ao dos contornos de consulta.

A B C D E F

A 25 0 0 0 0 0
B 1 24 0 0 0 0
C 0 0 25 0 0 0
D 0 1 0 24 0 0
E 0 0 0 0 25 0
F 0 0 0 1 0 24

1 2 3

4 5 6

Figura 13 Os gestos 1, 2 e 3 pertencemà classe A e eles foram corre-
tamente classificados pelo nosso algoritmo. Os gestos 4, 5 e 6perten-
cemà classe B. Os gestos 4 e 5 foram corretamente classificados, mas
o gesto 6 foi classificado como A.

nhecimento ñao-supervisionado de formas e na indexação
e recuperaç̃ao de imagens baseado em contorno. Parame-
trizamos as formas usando o parâmetro comprimento de
arco afim, para tornar as nossas caracterı́sticas robusto a
parametrizaç̃ao da forma. Os resultados experimentais mos-
traram que as nossas caracterı́sticas s̃ao capazes de dis-
criminar corretamente formas severamente deformadas sob
transformaç̃ao afim.
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