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Notas:



. (2,5) Um filtro FIR com fase linear generalizada tem fungao de transferéncia
H(z) com um zero em zy = roe/%.

a) (0,9) Mostre que z,' = ry e 7% também deve ser um zero de H(z), por
causa da fase linear
Sugestao: Use as relagoes de simetria dos coeficientes do filtro para mos-
trar que H(z, ') = 0.

b) (1,0) Suponha que ro = 1/2, 6y = 7/4. Enumere os conjuntos minimos de

zeros faltantes para que o filtro FIR em questao possa ser alternativamente
dos tipos I, II, IIT e IV.

c) (0,6) Quais sao as respostas impulsivas dos filtros dos tipos I, II, TII e IV
determinados no item anterior? Quais sao seus comprimentos e quais sao
as ordens dos respectivos filtros?

Resposta:

a) Para filtros de tipo I e II (supostos causais e com N coeficientes), vale
h(n) = h(N —n), e para filtros de tipo III e IV, vale h(n) = —h(N — n).

Dessas relagoes segue que
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ZN "h(k)zF = H(z), para tipos I ou II,
ka 01 —h(k:)z‘k = —H(z), para tipos III ou IV.

b) Portanto, se zg ¢ um zero de H(z), isto é, se H(zp) = 0, entdo necessaria-
mente H(z;') = 0 também. Para filtros com coeficientes reais, que foi o
caso estudado neste curso, o conjugado, z; também deve ser um zero do
filtro. Assim, em geral um zero de um filtro de fase linear define a posicao
de mais trés zeros do filtro (ha algumas excessoes: se o zero for real, o
conjugado é ele mesmo, e se o zero pertencer a circunferéncia unitaria,
seu inverso ¢ igual ao seu conjugado).

i. Tipo I: os zeros sao roei%, 1/rge®i%,

ii. Tipo II: além dos zeros acima, um filtro tipo II também tem um zero
em z = —1 (lembre-se que A(m) = 0 para filtros tipo II, ou seja,
H(e'™) =0).

iii. Tipo III: além dos zeros do filtro tipo I, o filtro tipo III tem um zero
em z = +1 (pois A(0) = 0) e outro em z = —1.

iv. Tipo IV: neste caso o filtro tem os mesmos zeros do filtro tipo I, mais
um zero em z = +1.

c) Para achar as respostas impulsivas deve-se escrever a func¢ao de rede a
partir dos zeros:



i.

11.

iii.

1v.

Tipo I:

Hi(z) = (1= 0,574 271 (1 — 0,567 7™/4271) (1 — 2e7™/4271) (1 — 2e7™/4271) =
= (1 ~ 722«1 + O,25z2> (1 o2 4 4z*2) _
=1-25V2:1 46,2522 —25V227% 4+ 274

A resposta impulsiva do filtro serd entao h(0) = h(4) = 1, h(1) =
h(3) = —2,5v/2, h(2) = 6,25.

Tipo II: nesse caso o filtro tera também um zero em z = —1, de modo
que

Hi(z) = (14 2zY)H;(2) =1 —2,535521+
42714272 +2,714273 — 2,5355274 + 275,

Tipo III: agora ha também um zero em z = +1,

Hi(z) = (1—2"Y)Hp(2) =1—3,53552"" + 5,252+
— 525274 435355275 — 276,

Tipo IV: nesse caso ha s6 o zero em z = +1 além dos zeros do filtro
tipo I,

Hiv(2) = (1 —2"YH(2) =1 —4,53552"" +9,78552 % —
— 9,7855273 44,5355 — 270,



2. (2,5) Deseja-se projetar um filtro passa-baixas recorrente (IIR) em tempo dis-
creto com borda da faixa de passagem em m/3 rad/amostra. Sabe-se que as
especificagoes de ganho na faixa de passagem e de atenuacao na faixa de re-
jeicao sao atendidas por um projeto com a funcao caracteristica de Chebyshev
do tipo I de ordem N = 3 e com fator caracteristico C' = 1. Para esta escolha, os
pdlos no plano complexo s da funcao de transferéncia normalizada com borda
da faixa de passagem em 1 rad/s localizam-se em Pp g = —0,1490 £ 0,9037;
e P, = —0.2980.

a) (0,4) Determine a borda da faixa de passagem do filtro desnormalizado em
tempo continuo. Indique claramente qual é a expressao da transformacao
bilinear que vocé escolheu.

b) (0,3) Onde estao localizados os zeros do filtro normalizado em tempo
continuo? Justifique.

c) (0,3) Determine os pélos e zeros do filtro desnormalizado em tempo continuo.
Indique seus célculos.

d) (1,0) Determine os pdlos e zeros do filtro resultante em tempo discreto. In-
dique seus célculos e a expressao da transformagcao bilinear inversa usada.
Seu filtro é estavel ou instavel? Justifique se a estabilidade era esperada
ou nao.

e) (0,5) Qual é a expressao completa da fungao de transferéncia do filtro
resultante no plano complexo z7 Indique claramente como vocé chegou a
expressao completa, e os calculos realizados.

Resposta:

a) Usando a transformacao bilinear com o = 1, devemos ter €2, = tan(7/6) =
1/ V3. Essa é a borda da faixa de passagem do filtro desnormalizado em
tempo continuo.

b) Um filtro de Chebyshev passa-baixas de tempo continuo tem a forma
Heo(s) = K/(1 4 CTy(s)?), ou seja, nao ha zeros (ou melhor, hd 3 zeros
em s = —00).

c) Os zeros do filtro desnormalizado continuam em s = —oo. Para os pélos
é necessario usar o fator de desnormalizacio 1/v/3:

1 , .
Pfiay = %(—0,1490 +0,90375) = —0,0860 % 0,5218,
Pd = —0,1721.

d) O filtro desnormalizado de tempo continuo tem a forma

K

H.(s) = (s — PH(s— PY)(s — P§)’




Usando a transformacao bilinear (com a = 1)

z—1
241’

vemos que um termo da forma 1/(s — P) d& origem a um termo em z da
forma

1 B z+1 B z+1
%—P z—1—-P(z+1) (1-P)z—(1+P)
Ou seja, cada polo do filtro desnormalizado de tempo continuo d& origem
a um zero em z = —1 e a um polo em
1+ P
z2=——.
1—P
O filtro de tempo discreto terd entao um zero triplo em z = —1, e polos
em
zq1,3y = 0,4962 40,7188y, 2o = 0,7064.

O filtro é estavel, pois todos os polos tém mddulo menor do que 1. A
estabilidade era esperada, ja que o filtro de tempo continuo é estavel e a
transformacao bilinear preserva a estabilidade.

A expressao completa do filtro é

(z+1)3

(z—21)(z — 22)(2 — 23)’

H(z)=K

com zj, 22 € z3 dados no item d). K pode ser calculado lembrando que
o ganho de um filtro de Chebyshev de order impar em w = 0 deve ser 1,
portanto

23

H) = K= Sa =i =)

= 35,37K,

logo K = 0,02828.



3. (1,5) Vocé precisa agora projetar um filtro passa-baixas IIR, com as especi-
ficacoes
e Banda passante: 0 <w < /3, 0,9 < |H(e/V)| <1,
e Banda de rejeigao: 7/2 <w <, 0 < |H(e?*)| < 0,05.
a) (0,3) Ache o diagrama de méscaras do filtro auxiliar normalizado de
tempo continuo que precisa ser projetado.
b) (0,2) Considere agora a forma generalizada da transformacao bilinear:

B 1z—-1
Caz+1

B 1+ as
C1—as’

— z

Qual ¢é a relagao entre a freqiiéencia de tempo continuo €2 e a de tempo
discreto w obtida com essa transformacao bilinear?

c) (1,0) Mostre que usar qualquer valor de a na relagao acima leva a exata-
mente o mesmo filtro normalizado de tempo continuo, e que portanto
escolher valores diferentes de a nao altera o projeto do filtro digital.

Resposta:

a) Para achar o diagrama de méscaras, o importante ¢é transformar as freqiiéncias
com a transformacao bilinear. Usando o = 1, vem

Q, = tan(7/6) = 1/v3, Q, = tan(n/4) = 1.
As freqiiéncias do filtro normalizado sao obtidas divindo os valores ante-
riores por §2,, assim §, = 1, () = V3.

b) Se fosse usado um valor diferente de «, terfamos

1 1
Q = —1t 6 Qr =—t 4 )
)= — tan(r/6), ~ tan(r/4)
e as frequiéncias normalizadas seriam
_ stan(m/4)

Q”:l:Q/ Q,/—i—ﬂl,
P P " Ltan(w/6) "

Como o filtro normalizado é o mesmo, o projeto final independe do valor
escolhido de a.



4. (3,5) Nesta questao vocé precisa projetar um filtro de fase linear com as se-
guintes caracteristicas:

e Ganho de 1,0 + 0,02 para 0 < w < 7/5,
e Ganho de 0,5+ 0,01 para 7/4 < w < 7.

Voceé decide fazer o projeto usando janelas de Kaiser. Resolva o problema por
partes:

a)

b)

c)

d)

(1,0) Uma pergunta auxiliar: se vocé tiver um filtro passa-baixas hi(n)
com ganho 1 na banda passante e oscilacao 0,02, vocé pode obter facil-
mente um filtro que atenda as especificacoes acima. Como?

(0,7) Voltando a questao principal: ache a expressao da resposta impulsiva
do filtro ideal (nao causal). Escolha adequadamente as freqiiéncias em que
o ganho do filtro varia. Voceé pode resolver este item calculando a integral
diretamente, ou usando filtros ja conhecidos.

(1,0) Qual deve ser o parametro 3 da janela de Kaiser usada para projetar
o filtro completo? Justifique claramente sua escolha.

(0,8) Qual deve ser o comprimento do filtro? Indique como calcular os
coeficientes do filtro, usando os resultados dos dois itens anteriores.

Respostas:

a)

b)

Se o atraso de hy(n) for de L amostras, um filtro com as especificagoes
pedidas pode ser obtido lembrando que

H,(2) = 0,5H,(z) + 0,52~ *

vai ter oscilacao de 0,01 tanto na banda-passante quanto na banda de
rejeicao. A resposta impulsiva desse filtro seria

hy(n) = 0,5h1(n) + 0,56(n — L).

Para se fazer um projeto usando janelas, deve-se escolher a resposta ideal
com uma transi¢ao abrupta (pois a janela serve exatamente para controlar
o erro de aproximagao quando o filtro ideal tem uma transigao abrupta).
Para atender as especificacoes do projeto, o filtro ideal seria

1, 0<w<™A (92957
0,5, 0,2257 < w < .

[Ha(e™)] = {

A resposta impulsiva desse filtro pode ser achada por integracao direta, ou
usando o resultado do item anterior. A resposta de um filtro passa-baixas
ideal com corte em w, = 0,2257 ¢é

sen(0,2257(n — L))

haux(n) - 7'{'(71 — L) ’




d)

como visto em aula. O filtro ideal sera entao

sen(0,2257(n — L))

hd(n) = 0,5 7T(7’L — L)

+0,50(n — L).

A oscilagao desejada é de 0,02 na banda-passante e de 0,01 na banda
com ganho menor. Como um projeto com janela de Kaiser nao permite
escolher oscilagoes diferentes, vamos trabalhar com o pior caso, e projetar
uma oscilagao de 0,01 na banda toda.

As oscilagoes sao causadas pelo filtro passa-baixas, e como o ganho desse
filtro é 0,5, para ter uma oscilacao de 0,01 no resultado final, o filtro
haux(n) deve ter oscilacao de 0,02. Portanto,

B =0,5842(A — 21)°* 4+ 0,07886(A — 21) = 2,6523,

em que A = —201log;,(0,02) = 33,98.

O comprimento do filtro deve ser calculado também levando em conta que
haux(n) deve ter oscilagao de 0,02 e faixa de transicdo Aw = 7/4 — 7/5,
portanto

A-38
2,285Aw

O valor de N escolhido foi impar, pois 0 hau(n) ideal procurado era de
tipo I. A resposta em freqiiéncia do filtro projetado pode ser vista na
figura 1.

N = +1=7338= N =T75.
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Figura 1: Resposta em freqiiéncia do filtro projetado.
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