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RESUMO

Esta tese apresenta um novo modelo para dois algoritmos para filtragem adap-
tativa baseados em momentos de quarta ordem: o least-mean fourth (LMF) e o
least-mean mized-norm (LMMN). A originalidade do modelo apresentado aqui
é que nao se procura calcular a média quadratica do erro de estimacgao do al-
goritmo, mas sim a probabilidade do algoritmo ter um comportamento razoavel
(neste caso, convergir).

O trabalho mostra que o LMF e o LMMN nao sao estaveis na média quadratica
se o regressor nao for estritamente limitado (como ocorre, por exemplo, para a
distribui¢ao Gaussiana). Mesmo para a distribuigdo Gaussiana o LMF e o LMMN
sempre tém uma probabilidade nao nula de divergir, nao importa quao pequeno
seja o passo de adaptacao. Esse resultado é demonstrado para um filtro escalar
(com um tnico coeficiente) com regressor com uma distribui¢ao normal modifi-
cada, e verificado através de varias simulagoes.

Além disso, é fornecido um limite superior para a probabilidade de divergéncia
do LMF (e do LMMN), em func¢ao do comprimento do filtro, da poténcia dos
sinais de entrada, do passo de adaptacao, da variancia do erro 6timo, para o caso
de regressores Gaussianos. Os resultados apresentados aqui fornecem ferramentas
para projetistas entenderem melhor o funcionamento do algoritmo LMF, e decidir
quando é ou nao conveniente o seu uso para uma dada aplicacao.



ABSTRACT

This dissertation presents a new model for two adaptive filtering algorithms
based on fourth-order moments: the least-mean fourth (LMF) and the least-
mean mixed-norm (LMMN) algorithms. The novelty of the new model is its
emphasis on computing the probability of a reasonable performance of a single
realization of the algorithm (in this case, convergence), instead of looking for
average performance indices such as mean-square error.

We show that the least-mean fourth (LMF) adaptive algorithm is not mean-
square stable when the regressor input is not strictly bounded (as happens, for
example, if the input has a Gaussian distribution). For input distributions with
infinite support, even for the Gaussian distribution, the LMF has always a nonzero
probability of divergence, no matter how small the step-size is chosen. We prove
this result for a slight modification of the Gaussian distribution in an one-tap
filter, and corroborate our findings with several simulations.

In addition, we give an upper bound for the probability of divergence of LMF
as a function of the filter length, input power, step-size, and noise variance, for
the case of Gaussian regressors. Our results provide tools for designers to better
understand the behavior of the LMF algorithm, and decide on the convenience
or not of its use for a given application.
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1 INTRODUCAO

Um filtro adaptativo é essencialmente um estimador de parametros com duas
caracteristicas: recursividade (para permitir o acompanhamento de sistemas va-
riantes no tempo), e simplicidade (para permitir a operagao em tempo real a um
custo aceitavel). O grande interesse atual em pesquisa sobre filtragem adapta-
tiva, verificado facilmente pela variedade de artigos sobre o assunto em revistas

de importancia, decorre principalmente de:

1. Grande utilizacao de filtragem adaptativa, principalmente em telecomu-
nicagdes (equalizagao de canais, cancelamento de eco — acustico e de linha
—, e mais atualmente em antenas inteligentes), mas também em cance-
lamento de interferéncias (como em medidas de sinais biolégicos), identi-
ficacao de sistemas para aplicacao em controle adaptativo, cancelamento
ativo de ruido, dentre outras (ver, por exemplo, [11,12,13,14,15,16,17,18,
19,20]);

2. Necessidade de filtros com muitos parametros em diversas aplicagoes (nota-
damente em cancelamento de eco actstico), o que aumenta a complexidade

dos algoritmos;

3. Necessidade, na grande maioria das aplicagoes, de algoritmos rapidos e
simples (isto é, que ndo demandem uma capacidade computacional muito
elevada), de maneira a economizar tempo de processamento, energia e

memoria;



4. Necessidade de acompanhar fielmente a variagdo (que pode ser relativa-

mente rapida) dos parametros que se deseja estimar.

A necessidade de filtros longos (com muitos parametros) em geral piora o
desempenho dos algoritmos nos quesitos|3/e/4. Este fato, mais a sua natureza nao-
linear, estocastica e variante no tempo, fazem da andlise e do desenvolvimento
de algoritmos para filtragem adaptativa problemas de dificil solucao. Dada a
complexidade dos problemas envolvidos, o desenvolvimento de novos métodos
de analise para filtros adaptativos é sempre muito bem-vindo, pois uma melhor
compreensao do seu funcionamento facilita tanto o projeto de novos algoritmos,
quanto a escolha do método mais adequado para cada situagao especifica (para
ver a grande diversidade de algoritmos ou variantes de algoritmos existentes e
propostos a cada ano, pode-se consultar, por exemplo, [12] e as ultimas edigdes
das revistas IEEE Transactions on Signal Processing, IEEE Signal Processing

Letters e Signal Processing).

Esta tese descreve os trabalhos realizados pelo autor a respeito da analise
teorica de uma familia de algoritmos para filtragem adaptativa, que procura obter
um desempenho melhor (comparado a algoritmos tradicionais) através do uso de
funcoes-custo baseadas em momentos de ordem elevada. O maior foco do trabalho
estd no algoritmo least-mean fourth (LMF), proposto inicialmente por Walach e
Widrow em 1984 [1]. A grande maioria dos resultados apresentados aqui foi
apresentada em congressos, como o IEEFE International Conference on Acoustics,
Speech, and Signal Processing [10,21], o Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes
[22], e também em um artigo aceito para publicagdo no IEEE Transactions on
Signal Processing [23] (hd também um outro artigo em preparacao). O trabalho
foi realizado em colaboracao com o Prof. Dr. José Carlos M. Bermudez, da

UFSC, e em parte também com seu ex-aluno Pedro I. Hiibscher.



1.1 Filtros Adaptativos

De modo geral, um filtro adaptativo procura encontrar uma estimativa para
uma variavel d(n) (sinal desejado) em fungao de uma seqiiéncia conhecida de
regressores, { X (k)}zzo (os X (n) sao vetores M—dimensionais, podendo ser reais

ou complexos),
din) =h(X(n),X(n—-1),...,X(0)) = d(n).

Os elementos do vetor X (n) formam normalmente uma linha de atraso, isto é,
X (n) é usualmente formado como abaixo (o sfmbolo 7 representa a operacao de

transposigao de vetores e matrizes):
X(n)=|z(n) z(n—1) ... z(n—M+1)

Dependendo da aplicagao, o sinal desejado d(n) pode ser inteiramente conhe-
cido (como em cancelamento ativo de ruido, cancelamento de eco e em controle
adaptativo), pode ser conhecido apenas durante uma fase de aprendizado (equa-

lizagao tradicional), ou pode ser desconhecido (equalizagao cega).

Atualmente na maioria das aplicagdes h(-) é uma fungao linear, mas hé diver-
sos trabalhos propondo o uso de fungoes nao-lineares, por exemplo para controle
ativo de ruido [24,25]. No caso linear, o filtro adaptativo procurard encontrar uma
combinagao linear W (n)? X (n) que seja a melhor aproximacio de d(n) segundo
um critério previamente escolhido. Um dos critérios mais utilizados é o do minimo
erro médio quadrético, ou seja, o filtro busca minimizar o valor esperado E e(n)?,
onde e(n) = d(n) — d(n) é o erro de estimacdo. Outros critérios podem também
ser usados: uma forma de se projetar novos algoritmos com caracteristicas interes-
santes é alterar adequadamente a funcao-custo [11]. Por exemplo, em equalizacao

cega procura-se utilizar critérios que nao dependam de d(n), mas apenas de al-



gumas de suas propriedades estatisticas (um exemplo importante é o critério do

modulo constante, estudado para aplicagdo em telefonia celular [26,27]).

Grande parte dos filtros adaptativos usados atualmente pode ser descrita pela
recursao (28,29

W(n+1) = W(n)+puf (e(n)) Z(n),

em que g é uma constante conhecida como passo de adaptacao, f(-) é uma
fungdo conhecida, e Z(n) é um vetor que depende das sequéncias {d(k’)}zzo
e {X(k:)}:zo. Por exemplo, para f(a) = a e Z(n) = X (n) obtém-se o algoritmo

least-mean squares (LMS):

d(n) =W (n)"X(n), e(n)=d(n)—dn), "
W(n+1)=W(n)+ uX(n)e(n).

Uma variante muito utilizada é o LMS normalizado (ou NLMS), obtido com o
mesmo f(a) =a e com Z(n) = X (n)/(e+ || X (n)||?) (]la|| é a norma euclideana

do vetor a, e € é uma constante nao-negativa).

ST

(n) = W(n)" X(n),

e(n) = d(n) —d(n), (1.2)
X (n)
W(n+1)=W(n)+p—————5e(n).

e+ [ X (n)]?

Outro algoritmo de grande interesse, o recursive least squares (RLS) também

pode ser obtido da expressao acima com escolhas convenientes de f(-) e de Z(n)

[29].

A"1P(n)X (n) (1.3)
X )P X ()
P(n)X (n)X (n)"P(n)
1+ A1 X(n)TP(n)X (n)

Pn+1)=X"'P(n)— A2



10

O parametro 0 < A <1 é chamado fator de esquecimento do RLS.

No caso geral, o passo de adaptacao p é um parametro de projeto do filtro.
E facil notar que um passo de adaptacao pequeno resulta num filtro que varia
lentamente (o vetor W (n) pode variar apenas por uma quantidade pequena, pro-
porcional a p, a cada instante). Uma taxa de adaptacdo muito pequena (ou seja,
um valor de g muito préximo de zero) levara a uma taxa de convergéncia muito
baixa, e a um filtro com dificuldade de seguir processos que variem rapidamente
com o tempo [12,30,31,32]; enquanto que um passo grande demais pode tornar

o filtro muito sensivel a ruido ou mesmo instével.

Em geral é necessdrio ter a convergéncia mais rapida possivel [32]: no caso
de equalizadores para telefonia, enquanto nao ha convergéncia nao se pode trans-
mitir sinal 1til; no caso de aplicagoes em sinais bioldgicos, convergéncia rapida
significa menos tempo gasto na coleta de dados (que pode envolver situagoes des-
confortdveis para os pacientes). Para sinais nao estaciondrios, a possibilidade de
se utilizar convergéncia rapida possibilita o acompanhamento de processos que

variam mais rapidamente no tempo.

O problema fundamental da filtragem adaptativa é desenvolver um algoritmo
que possua, ao mesmo tempo, uma grande imunidade a ruido, seja numericamente
robusto, tenha uma taxa de convergéncia elevada, e requeira poucas operagoes
aritméticas a cada iteracao. Os principais algoritmos derivados do LMS tendem
a ser numericamente robustos e de baixa complexidade, mas sao lentos, princi-
palmente se a matriz de autocorrelacio de X (n), R, = E(X(n)X (n)T), tiver
autovalores muito dispares (com amplitudes muito diferentes [12], o que acon-
tece se os elementos da seqiiéncia {z(n)} de que é derivado X (n) tiverem alta

correlagao entre si).

O algoritmo RLS, por outro lado, possui uma taxa de convergéncia bastante

rapida, mas apresenta problemas de instabilidade numérica e alto custo compu-
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tacional, sendo necessario implementé-lo com muito cuidado [12,33,34]. Mesmo
implementando com cuidado o algoritmo RLS, sua capacidade de acompanhar
processos nao estaciondrios nem sempre é adequada: como mostra [30], o RLS

tem em algumas situacoes desempenho pior do que o do LMS nesse quesito.

Em algumas aplicagoes, em especial em cancelamento de eco actstico, ainda
é dificil escolher um algoritmo adequado. Para cancelamento de eco acustico
sao necessarios filtros normalmente muito longos (e portanto a complexidade
computacional do algoritmo é um fator importante). Filtros longos tendem a
convergir lentamente (pois para garantir a estabilidade dos filtros, o passo de
adaptacao deve ser aproximadamente inversamente proporcional ao comprimento
do filtro), um problema que é agravado pelo fato da disparidade dos autovalores
da matriz R, ser bastante alta para os sinais de voz que precisam ser cancelados

nessa aplicagao [35].

A busca de algoritmos para filtragem adaptativa que sejam faceis de imple-
mentar, robustos, rapidos, que rejeitem bem o ruido, e que acompanhem efici-
entemente processos nao estacionarios continua, portanto, sendo um problema

atual. Varios algoritmos vém sendo propostos para este fim:

1. Algoritmos de passo variavel, que buscam variar o passo de adaptacao de
acordo com a situacdo (passo grande se alguma medida indicar distancia do
ponto 6timo — em geral sao usadas estimativas da correlacao entre o sinal

de entrada e o erro de estimagao) [36,37];

2. Métodos que buscam descorrelacionar o sinal de entrada (como o algoritmo
RLS), mas procurando minimizar problemas numéricos, como o algoritmo
rapido de Newton [38], o algoritmo de projegoes afins [39,40] e algumas

versoes do RLS rapido [33];

3. O “LMS Wiener” [41], que procura melhorar o desempenho de seguimento
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de parametros variaveis usando conhecimento prévio da estatistica do sinal;

4. Algoritmos para filtros esparsos (em que vérios coeficientes sdo nulos) [42,

43,44];

5. Algoritmos com fungoes-custo modificadas, como o least-mean fourth (LMF)

[6,10];
6. Algoritmos adaptativos em subbandas [45,46];

7. Algoritmos que usam fungdes ortonormais (como fungoes de Laguerre) no
lugar de atrasos para gerar os filtros adaptativos, de maneira a diminuir o

nimero de parametros do filtro [47,48].

8. Algoritmos “aceleradores”, que utilizam diferencas de segunda ordem para
a adaptac@o do vetor de parametros [49,50,51,52,53] (além de um artigo

em fase de preparagao).
Cada uma dessas propostas apresenta um compromisso diferente entre velocidade
de convergéncia e complexidade, e funciona para condigoes diferentes.

Para se utilizar um algoritmo nas melhores condigoes, ¢ importante se conhe-
cer como a escolha dos parametros de projeto do algoritmo (em muitos casos,

apenas o passo de adaptagao u) afeta o comportamento de um filtro adaptativo:

e Para qual intervalo de valores (fmin, fimax) do passo o filtro serd estavel?

e Qual é o passo que garante convergéncia mais rapida?

Mesmo quando o préprio passo é escolhido adaptativamente é necesséario se co-
nhecer a faixa (fmin, fimax ), Para garantir que o filtro resultante seja estavel (ver

por exemplo [54, pag. 72]).
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1.2 Modelamento Teoérico de Filtros Adaptati-
VOS

O estudo tedrico de filtros adaptativos tradicionalmente se baseia na obtengao
da curva de aprendizado do filtro em funcao de seus parametros de projeto. A
curva de aprendizado (isto é, o grafico de Ee(n)? em funciao de n) fornece uma
medida da velocidade e da precisao com que um filtro adaptativo pode reagir
a variagoes em suas entradas. Grande parte dos trabalhos sobre analise tedrica
de filtros adaptativos procuram calcular a curva de aprendizado de um determi-
nado filtro em funcao das propriedades estatisticas dos sinais de entrada X (n)
e d(n). No entanto, como serd visto a seguir, mesmo o conhecimento exato da
curva de aprendizado de um algoritmo pode nao ser suficiente para descrever

adequadamente o seu comportamento.

Para melhor compreender os varios resultados tedricos disponiveis sobre FAs,

é conveniente dividir os métodos de anélise existentes em 4 categorias:

a) Anédlise na média quadratica,
b) Estabilidade quase-certa (com probabilidade 1),
¢) Analise deterministica,

d) Anélise experimental ou por simulagoes.

Cada método presta-se a situagoes e aplicacoes distintas, e, como sera visto a
seguir, complementa os resultados que podem ser obtidos com os outros trés. As-
sim, o método (a) — anédlise na média quadratica — avalia o desempenho médio
de um FA (medido usualmente através de Ee(n) e de Ee(n)?). Por sua vez, o

método (b) permite dizer basicamente se um FA converge ou nao na auséncia de
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ruidc£ — agora nao se trata mais de um comportamento médio, mas do compor-
tamento de um filtro para a quase totalidade dos sinais de entrada admissiveis
(quase totalidade no sentido probabilistico). O método (c) procura identificar si-
tuagoes-limite, garantindo que um filtro terd comportamento satisfatério mesmo
para o pior sinal de entrada e o pior ruido possiveis. Finalmente, o método (d)
— simulacao — permite que se verifiquem as predigoes dos métodos anteriores,
ou que se obtenham resultados em situagoes em que uma andalise tedrica nao é

possivel com o atual estado da técnica.

Os quatro métodos possibilitam a obtencao de muitos resultados tuteis, mas
atualmente tém algumas limitagoes importantes que sao listadas a seguir. Analises
tedricas segundo (a) ou (b) sé existem para casos muito particulares [55,32,56,57],
ou com a aproximagao de adaptagao “suficientemente lenta” (ou seja, para filtros
com passo de adaptagao infinitesimal [28,54,29,57]). Expressoes para quao pe-
queno deve ser o passo para as analises serem validas sao raras e extremamente

dificeis de serem calculadas [58,59].

O método (c) - andlise deterministica — nao sofre da limitacao descrita acima,
mas tende a apresentar resultados demasiadamente conservadores — os resultados
sao do tipo “pior caso”, tendo utilidade reduzida em grande parte das aplicagoes
(exceto em controle automatico, onde a andlise de pior caso é muitas vezes a
mais adequada [60,61]). O método (d) tem as desvantagens ébvias de ser por
demais trabalhoso, e de nao permitir generalizacoes de resultados e predigoes
para situacoes novas, mas pode ser utilizado com praticamente qualquer modelo
de sinal de entrada. Simulagoes sao muito usadas para validar resultados tedricos,
ou mesmo para extrair informagoes sobre a taxa de convergéncia ou o erro residual
(em regime permanente) de um filtro adaptativo em situagdes para as quais nao

existem resultados teoricos.

1O método (b) pode ser estendido para fornecer o desempenho médio de filtros para o caso
de passo infinitesimal [29].
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Para aplicagoes que precisam de andlises estatisticas (como sdo a maioria
das situagoes em, por exemplo, Telecomunicacoes e Engenharia Biomédica), hé
poucos resultados que sejam aplicdveis para passos nao infinitesimais (ou seja,
sem a restricao de “convergéncia lenta”). Dentre os poucos resultados disponiveis,
destacam-se [55,56]. Infelizmente, estes resultados sé podem ser utilizados com
filtros pequenos (até 8 coeficientes), enquanto que em situagoes praticas é comum

ser necessario utilizar filtros com milhares de coeficientes.

Para p =~ 0 os métodos (a) e (b) fornecem boas aproximagoes para as curvas
de aprendizado, e estas predizem bem o comportamento real do filtro (ver fig.1.1).
Este resultado empirico foi justificado em [62] para o LMS, onde se prova que,
no limite para adaptagao lenta (u = 0), a taxa de convergéncia média (calculada
usando o método (a)) do algoritmo LMS ¢é igual & taxa de convergéncia de uma
realizacao tipica do mesmo algoritmo (calculada usando o método (b)).

Filtro LMS com 1 tap, entrada e ruido Gaussianos
10 T T T T T T T

Aproximagao para |\ pequeno
0 Média de 100 simulacdes
E Curva de aprendizado tedrica

E(e(n)’)

10 F

-8

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 1.1: Curva de aprendizado de ﬁltronLMS de comprimento 1 com passo | =
0,01. As entradas do filtro, {d(n)} e {z(n)}, sdo processos aleatdrios Gaussianos
brancos, com Ex(n)? = 1. Neste caso € possivel calcular exzatamente a curva de
aprendizado tedrica (representada em trago mais escuro). A aprorimagao para
w0 esta no traco mais claro, e a média de 100 simulagoes independentes pode
ser vista no tom intermedidrio.

Nada disso vale para velocidades de adaptacao maiores. Isto foi provado
recentemente em [63], onde se demonstra que (para o algoritmo LMS com passo

de adaptacao “grande”), a evolucao do erro e(n)? é bem explicada pela andlise na
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média quadratica apenas para os instantes iniciais da convergéncia, enquanto que
a andalise em probabilidade 1 explica melhor os efeitos observados apds algumas

iteragoes do algoritmo adaptativo (ver figs. 1.4).

A fig. [1.2 mostra a curva de aprendizado do mesmo filtro da fig.[1.1, mas com
passo p = 1/6. Pode-se notar agora que a curva obtida com a aproximacgao para
passos pequenos (curva suave tracejada) ja apresenta um erro consideravel para
a curva tedrica (curva suave em trago continuo). No entanto, a curva tedrica é
ainda bem aproximada pela média de apenas 100 simulagbes (o que significa que

as realizacoes do filtro tendem a ficar préximas a curva média).

Filtro LMS com 1 tap, entrada e ruido Gaussianos

10 T T T T T T T
Aproximagéao para [ pequeno
Média de 100 simulagdes
107 E— Curva de aprendizado teérica
«—
S
)
m10™*F 1
107 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.2: Curva de aprendizado de nﬁltm LMS de comprimento 1 com passo
pu=1/6. As entradas do filtro, {d(n)} e {x(n)}, sao como na fig. 1.1. A curva de
aprendizado teorica estd representada em traco continuo escuro, a aprorimacao
para p ~ 0 estd em traco mais claro, tracejado, e a média de 100 simulagoes
independentes estd em traco continuo claro.

Para passos ainda maiores, o comportamento tipico de um filtro pode nao
ser bem representado pela curva de aprendizado média (veja figs. e[l.4). Na
fig. [1.3, as curvas inferiores suave e “acidentada’representam respectivamente a
curva de aprendizado tedrica e a média de 100 simulagoes, agora para u = 1/3
(que ¢ a situacao de méxima taxa de convergéncia de Ee(n)?). As curvas da
figura anterior foram repetidas para comparagao. Note como agora as simulagoes
tendem a ficar abaizo da curva tedrica (este efeito, que ainda é pequeno, fica mais

pronunciado a medida que se aumenta o passo de adaptacao).
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Filtro LMS com 1 tap, Y, €%, Gaussianos

10 T T T T T T T T T
Média de 100 simulag¢des — p=1/6
_— Curva de aprendizado teérica — p=1/6
= —_— Média de 100 simulagdes — p=1/3
10 " Curva de aprendizado teérica — p=1/3 |
o~
e
(O]
w10t .
10°t

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.3: Curvas de aprendizado de ﬁlt;a LMS de comprimento 1 com passos
p=1/6 e1/3. As entradas do filtro, {d(n)} e {z(n)}, sdo como na fig. 1.1
Na fig. (1.4, pode-se ver a curva de aprendizado tedrica (curva suave superior)
para passo u = 0,5, e a média de 100 simulacoes com este passo na curva mais
abaixo de todas, em traco claro. Note como a taxa de convergéncia “tedrica’ é
igual a do caso = 1/6. No entanto, a convergéncia observada nas simulagoes
foi muito mais rapida, como mostra a curva em traco claro, que esta bastante

préxima a curva obtida com p = 1/3.

Filtro LMS com 1 tap, Y, €%, Gaussianos

10 T T T T T T T T T
Média de 100 simulag¢des — p=1/6
—_— Curva de aprendizado te6rica — p=1/6
> —_— Média de 100 simulagfes — p=1/3
10 " r S Curva de aprendizado tedrica — p=1/3 | T
\ Média de 100 simulagbes — p=0,5
N’E x Curva de aprendizado teérica — p=0,5
w 104k N\ 4
10_6 | /\V/\,\_, .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.4: Curvas de aprendizado de ﬁlt;o LMS de comprimento 1 com passos
p=1/6,1/3 e1/2. As entradas do filtro, {d(n)} e {z(n)}, sdo como na fig./1.1.

A diferenca entre a curva de aprendizado tedrica e as simulagoes para pu = 1/2
é explicada pelo comportamento diferente das taxas de convergéncia na média
quadrdtica e com probabilidade 1 quando o passo de adaptacao ¢ aumentado.

De fato, [63] prova que a primeira (taxa de convergéncia na média quadratica)
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descreve bem os instantes iniciais da convergéncia do filtro, enquanto que apds
um certo numero de iteragoes o filtro tenderd a convergir com a taxa predita pela
andalise em probabilidade 1. Este efeito é bem ilustrado na fig. note que o
filtro da fig. 1.5 diverge na média quadratica, e nas iteragdes iniciais (0 < n < 10),
o erro e(n)? realmente aumenta (a curva correspondente & simulagao permanece
préxima & curva de Ee(n)? tedrica, acima). Para 10 < n < 30, no entanto, o
erro e(n)? passa a diminuir, com uma taxa préxima a taxa de convergéncia com

probabilidade 1 (curva inferior). Do instante n = 40 em diante, o filtro estd em

regime.
; LMS com comprimento 1, sinais Gaussianos
10 I I I I I
I Simulagéo
——  Média quadratica (tedrica)
| ——  Taxade convergéncia com probabilidade 1 |
10° -
N B p
G
[0}
w
10° F -
10‘10 i | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Figura 1.5: Saida de filtro LMS de comnprimento 1 com passo p = 0,5. As
entradas do filtro, {d(n)} e {z(n)}, sdo como na fig.[1.1. A curva central é uma
tinica realizagao do filtro, nao uma média. A curva superior é Ee(n)?, e a curva

superior representa a taxa de convergéncia obtida com a andlise em probabilidade
1.

Como mostram os exemplos acima, o comportamento de um filtro adapta-
tivo com passo nao infinitesimal nao é necessariamente bem descrito nem por
uma andlise na média quadratica nem por uma analise de convergéncia em pro-
babilidade 1. Na verdade, esses dois métodos de andlise sao complementares,
pelo menos para o algoritmo LMS. Em algumas situacoes, um filtro estdvel com
probabilidade 1 (ou quase-certamente estével) pode nao apresentar desempenho

adequado (na simulacao da fig. 1.4, e(n)? cresce de 1 até valores da ordem de 10*
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antes de convergir e ficar em torno de 107%); enquanto que em outros casos um
filtro instdvel na média quadratica pode convergir na grande maioria das vezes,
e apresentar desempenho razoavel (ver fig. 1.6). Estes fatos podem ser mascara-
dos em simulagoes. De fato, médias de simulagoes podem em algumas situagoes
apresentar resultados bastante diferentes dependendo do ntmero de simulagoes

usado para se aproximar a média E e(n)?, como se vé nas figs ell.7.

a) 10° b)
p=0,001 — 10°% simul.
— p=0,0015 — 10° simul.
10° 10°
N N
= =
[«5) [«5)
L [NE]
10°
-5
10 7 p=0,001 — 10° simul.
— p=0,001 — 10° simul.
— p=0,0015 — 10° simul.
10710
0 5000 10000 15000 o 5000 10000 15000
[a] (a]

Figura 1.6: Saida de filtro LMS de comprimento 128. A entrada {a:n} ¢ um pro-
cesso estocdstico correlacionado (filtro AR de 2* ordem com ruido branco Gaus-
siano na entrada). Na figura (a) d esquerda, a curva inferior é a média de 1.000
simulagoes do filtro com passo p = 0,0015, enquanto que a curva superior € a
média de também 1.000 simulagoes com p = 0,001. Na figura a direita, temos
acima a média de 10° simulagoes do filtro com passo pu = 0,0015, mostrando
divergéncia. Para comparacdo, estd em abaizo a média de 10° simulacoes com
passo = 0,001, sobreposta a média de 1.000 simulagoes com o mesmo passo.

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma forma de estender os
resultados mencionados na segao anterior, obtidos para o algoritmo LMS em [63],

para algoritmos baseados em momentos de ordem superior, em particular o LMF.

Filtros adaptativos supervisionados baseados em momentos de quarta ordem
foram propostos no inicio da década de 1980, com o objetivo de obter um desempe-

nho melhor (maior velocidade de convergéncia e/ou menor desajuste em regime)
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Figura 1.7: Saida de filtro LMS de comprimento 10. A entrada {X(n)} € um
processo estocdstico branco Gaussiano, e o passo de adaptacao ¢ up = 0,15. A
curva inferior é a média de 100 simulacdes, e a curva central, de 10* simulagoes.
Em superior estd a curva Ee(n)? tedrica.

do que o tradicional algoritmo LMS, sem chegar a complexidade computacional
do RLS. O primeiro exemplo de filtro supervisionado baseado em momentos de
quarta ordem foi o least-mean fourth (LMF), que é um algoritmo de gradiente,
bastante semelhante ao LMS, mas baseado na minimizacao do valor esperado da
quarta poténcia do erro [1,12]. O LMF calcula novas aproximagoes para um vetor

de parametros segundo a recursao
W(n+1) = W(n) + pe(n)’ X (n), (1.4)

em que e(n) = d(n) — W(n)' X (n), W(n) e RM e X(n) € RM.

Este algoritmo é motivado pela minimizacao da fungao-custo E e(n)?, usando
o método do gradiente estocéstico para a minimizacao. O trabalho original [1]
na verdade propoe toda uma familia de algoritmos, usando uma poténcia p-ésima

do erro,

sinal(e(n))]e(n)/?, (1.5)

para p > 1, e mostra que filtros baseados em momentos de ordem elevada podem

ser vantajosos se o erro de estimacao o6timo for sub—gaussian. No entanto, o

20 erro de estimacdo 6timo é definido no capitulo 2, pag. 23.
Uma varidvel aleatoria v é sub-gaussiana se a sua curtose,

k(v) = B{v'} - 3E*{v},
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mesmo trabalho ja adverte para possiveis problemas de estabilidade de filtros de
ordem elevada, em especial para a dependéncia da estabilidade com a condicao ini-
cial do filtro. Mais recentemente foram propostos modelos para esta dependéncia,
evidenciando a importancia de se escolher uma boa condicao inicial para garantir

a estabilidade do LMF [4,6,10,9].

Na década de 1990 foi sugerida uma solugao intermediaria entre o LMS e o
LMF, denominada (com uma certa falta de imaginagao) de algoritmo least-mean

mized-norm (LMMN) [64], com a recursao
Wi(n+1)=W(n)+ u(re(n) + (1 — Ne(n)*) X (n), (1.6)

em que 0 < A < 1¢éum parametro que permite escolher entre um comportamento
mais proximo do LMS ou do LMF. A motivagao para a introdugao desta alteracao

era a de aumentar a robustez do algoritmo.

Vérios autores analisaram o comportamento médio quadratico do LMF e do
LMMN, como por exemplo [65,66,3,4,6,5,7,8.,9,10,64,67], procurando apro-
ximagoes para a curva de aprendizado dos algoritmos e para o valor maximo do
passo de adaptacao. Muitas destas referéncias assumem (ou admitem o caso) que

o regressor X (n) é gaussiano, incluindo alguns trabalhos deste autor.

No entanto serda demonstrado nesta tese que o comportamento do LMF e
do LMMN na verdade nao é estavel na média quadratica para nenhum valor do
passo de adaptacao p, se o regressor X (n) for gaussiano. Os dois algoritmos em
questao, por conta da nao-linearidade cibica em sua recursao, tém sempre uma
probabilidade nao-nula de que a norma euclideana ||[W (n)|| divirja se o regressor
nao for estritamente limitado, ou seja, se nao houver um valor B < oo para o

qual || X (n)|| < B para todo n. Também serd apresentada uma aproximacao

for negativa. Note que a curtose de uma variavel aleatéria Gaussiana é nula, distribuigoes com
caudas mais longas (como a exponencial, por exemplo) tém curtose positiva, e distribuigdes
com caudas mais curtas (por exemplo, uniforme) tém curtose negativa.
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(limite superior) para a probabilidade de divergéncia do LMF e do LMMN em
fungao dos parametros dos filtros (1 e A) e das distribui¢oes de X (n) (suposto

Gaussiano) e do ruido de medida.

Esses resultados mostram que o LMF e o LMMN tém realmente problemas
importantes de robustez, e indicam maneiras de contorné-los através de uma
escolha adequada dos parametros dos filtros (a probabilidade de divergéncia tende
a zero quando o passo de adaptacao tende a zero). Note-se que [66,2] provam
a estabilidade do LMF para o caso de regressor estritamente limitado e passo
suficientemente pequeno. Este resultado, apesar de interessante, nao indica se os
filtros sao estaveis ou nao para regressores Gaussianos, e nao fornece indicagoes

sobre o tamanho do passo que pode ser usado com seguranca.

E importante salientar que a andlise para regressores Gaussianos nao é apenas
académica: varidveis aleatorias Gaussianas sao bastante concentradas em torno
de sua média, por exemplo, a probabilidade de ocorrer um valor distante de
mais de 3 desvios-padrao da média de uma varidvel Gaussiana é da ordem de
2,2 x 107°. Os resultados apresentados neste trabalho mostram que mesmo uma
probabilidade extremamente pequena de ocorrer um valor elevado no regressor
podem desestabilizar completamente o algoritmo, o que significa na pratica que o
algoritmo é bastante sensivel a outliers. A proposta de um modelo para a relacao
entre o passo de adaptagao e a probabilidade de divergéncia do algoritmo permite
uma decisao mais bem-informada sobre a conveniéncia ou nao do uso do LMF ou

do LMMN em uma dada situacao.

Como mencionado anteriormente, a maior parte dos resultados apresentados
aqui foi apresentada em congressos [10,21,22], e serd publicada em artigo (ja

aceito) no IEEE Transactions on Signal Processing [23].
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2 ANALISE TRADICIONAL DO LMF E DO
LMMN

Neste capitulo é apresentado um resumo dos principais resultados disponiveis
na literatura sobre os algoritmos LMF e LMMN. O objetivo é mostrar o estado
atual do modelamento tedrico desses algoritmos, e apontar os problemas que
motivaram este trabalho. Para nao alongar demais o texto, nao serao repetidas
aqui as demonstragoes dos resultados descritos, apenas fornecidas referéncias para

os artigos originais.

Para referéncia futura é conveniente apresentar agora as equacgoes de erro
de ambos os algoritmos. Inicialmente, recorde que, dadas duas seqiiéncias es-
tocdsticas { X (n) € RM} e {d(n) € R} conjuntamente estaciondrias, o estimador
6timo linear de d(n) dado X (n) (conhecido como solu¢ao de Wiener) é dado por
[12/11]

’UJ* = R)_(lpv

em que Ry 2 E (X (n)X (n)T) é a matriz de autocorrelagdo de X (n), e p 2
E (d(n)X (n)) é o vetor de correlagao cruzada entre X (n) e d(n) (supde-se, como
acontece na maioria dos casos, que Ry tenha inversa). O estimador 6timo linear

satisfaz a condicao de ortogonalidade

E(eo(n)X (n)) =0,

em que eg(n) = d(n) — w! X (n) é o erro de estimagao 6timo, com variancia o3.

Em outras palavras, dadas as seqiiéncias {X (n)} e {d(n)}, sempre ¢ possivel
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achar um modelo

d(n) = w!l X (n) + eo(n), (2.1)
em que o erro eg(n) nao é correlacionado com X (n).

A anadlise dos algoritmos geralmente é simplificada se as recursoes forem es-

critas em termos do vetor erro

V(n) =w. - Win),

pois

e(n) =d(n) — W(n)" X (n) = wl X(n) + eg(n) — W(n)' X(n) =

=V (n)" X (n) + eo(n).

Usando esta relacao, as recursoes do LMF (1.4) e do LMMN (1.6) podem ser

reescritas como

1. LMF:

3

Vin+1)=V(n) — (V(n)TX(n) + eo(n)) X (n), (2.2)

2. LMMN:

Vin+1)=V(n)— [)\(V(n)TX(n) + eo(n))—l-
(2.3)

H1 =N (V) X (1) + eo(n)’] X(n).
Um parametro importante para medir o desempenho de um algoritmo adap-
tativo é o seu desajuste, ou seja, a razdo entre a poténcia de e(n) — eg(n) =
V(n)T X (n) e a poténcia de ey(n),

A E[(V(n) X ()]’

b E(eo(n)2) ’

(2.4)

considerando entradas estaciondrias e que o filtro ja atingiu o regime permanente.
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2.1 Analise do LMF

Modelos estocésticos para o LMF comegaram a ser propostos ja em [1], que
apresenta um modelo bastante simplificado para o comportamento médio e médio
quadratico da familia de algoritmos em que a poténcia do erro em (1.4) é p > 1
(veja (1.5)). Esse primeiro modelo dé a motivagao para o uso do LMF, mostrando
que o desajuste do algoritmo em regime permanente poderia ser menor do que o
do LMS para o caso do erro étimo eg(n) ter uma distribuigdo sub-gaussiana. A
analise de estabilidade do algoritmo, no entanto, tem alguns erros. Modelos mais
precisos foram sendo propostos ao longo dos anos, destacando-se os apresentados
em [2,66,4,6,8,9,10] (os modelos descritos em [65,7] também podem ser apli-
cados ao LMF). A seguir serdo apresentadas as principais conclusoes dos artigos

mencionados acima, destacando-se as hipdteses feitas.

2.1.1 Primeiros resultados: [1]

Nessa referéncia, de 1984, Walach e Widrow usam as seguintes hipdteses:

1. Os vetores W (n) e X (n) sao independentes entre si para todo n,
2. O erro 6timo eg(n) é independente de X (m), para todo m, n,

3. X(n) e ep(n) sao simetricamente distribuidos em torno de 0 e 0, de modo
que Eeg(n)?*! = 0 para todo k € N, e analogamente para os elementos do

vetor X (n),

4. O algoritmo ja estd em regime permanente, e o vetor V' (n) mantém-se em

uma bola B = {V : ||V|| < By < oo} em torno da origem,

5. O passo de adaptagao u é pequeno o suficiente para que termos com poténcias

de p maiores que a primeira possam ser desprezados.
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Nestas condicoes, os autores calculam uma aproximacao para o valor do desajuste
dos algoritmos, em fungao de p, e comparam esse desajuste com o do LMS (que
corresponde ao caso p = 1) para o caso em que as constantes de tempo dos
algoritmos sao iguais, obtendo (M (p) é o desajuste do algoritmo que usa poténcia

p do erro de estimagao)

M(1) (20— 12 Bleo(n)?) [E (eo(n)?- 2
Mp) E (eo(n) ) ' (25)

A tabela 2.1.1 fornece o valor da razao acima para varios valores de p e para

diferentes distribuigoes de eg(n).

P ‘ Gaussiana Uniforme Seno Onda quadrada
2 0,6 2,3 3,6 9
3 0,24 3,67 7,14 25
4 0,08 5 11,4 49

Tabela 2.1: Valores de M (1)/M (p) para varias distribui¢oes de ey(n). [Reprodu-
zida de [1].]

As constantes de tempo calculadas em [1] valem apenas para o regime per-
manente, isto é, equivalem a taxa de convergéncia do algoritmo para variagoes
pequenas em torno do valor 6timo w,. O artigo também fornece uma prova de que
os algoritmos sao estaveis para passos suficientemente pequenos, e fornece uma
estimativa para o valor do passo maximo. A demonstragao nao esta correta, no
entanto, porque a argumentacao parte da hipétesel4 acima, que ja é parte do que
se pretende demonstrar (se V' (n) se mantém em uma bola B finita, logicamente
sua matriz de autocorrelacao é finita, que é o que se entende por “estabilidade

na média quadrética”).

Os resultados de [1] mostram que o LMF pode ser titil dependendo da distri-
buicao do erro de estimacao 6timo. O préprio artigo adverte porém que o algo-
ritmo apresenta problemas de robustez, principalmente sensibilidade a condicao

inicial. Como toda a andlise foi feita considerando-se V'(n) & 0, essa sensibilidade
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as condigoes iniciais nao foi quantificada.

Linearizando a recursao da matriz de autocorrelacao de V'(n), mostra-se em

[65,66] que, em regime,

E 6
E[V(n)V(n)T] ~ L0 (€°§"> )r
(ors
em que I é a matriz identidade. A relacao acima é valida para passo suficiente-

mente pequeno e X (n) e d(n) estritamente limitados.

2.1.2 Prova de Estabilidade: [2]

A demonstracao precisa da estabilidade do LMF para passo suficientemente
pequeno veio em 1992, com o artigo de Sethares [2]. Esse artigo demonstra que
o algoritmo LMF é estavel se o passo de adaptacao for suficientemente pequeno,
se d(n) for estritamente limitado (isto ¢, se existir B < oo tal que |d(n)| < B
para todo n), e se os regressores produzirem uma ezcita¢ao persistente, isto é, se

existirem 0 < a < < oo e N < oo tais que, para todo n,

em que I é a matriz identidade de dimensao M, e a notacao A < B significa que
a matriz A — B é positiva semi-definida. Essa condigao implica que o regressor
é também estritamente limitado. O trabalho usa as mesmas ferramentas usadas
para a analise deterministica do LMS [68]. Os resultados sao apenas locais, ou
seja, prova-se que caso o erro 6timo eg(n) seja identicamente nulo, a origem 0
¢ um ponto de equilibrio estével de (2.2). O resultado é estendido para o caso
com ruido, provando-se que, nas condigdes acima e se a condigao inicial V'(0) for
suficientemente préxima da origem, entao V' (n) permanecera em uma vizinhanga
de 0 para todo n. Nao sao fornecidas aproximacoes para o valor-limite do passo

de adaptacao, nem para o tamanho da vizinhanca de 0 em que o vetor erro
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permanece para cada caso.

O resultado acima é interessante, pois demonstra que, sob condigoes adequa-
das, o algoritmo LMF deve funcionar corretamente. No entanto, a sua utilidade

pratica é pequena, pois as “condicoes adequadas’nao sao quantificadas.
2.1.3 Analises sem Linearizagoes: [3,4,5,6,7,8,9,10]

As andlises iniciais do LMF foram todas baseadas em linearizagoes do filtro
em torno de algum ponto de operagdo: em [1], em torno do regime permanente
(supondo-se a-priori que o filtro converge), em [2], em torno do ponto 6timo
V = 0. Para evitar linearizacoes os trabalhos tratados nesta secao em geral
assumem que o regressor ¢ Gaussiano, exceto [7,8], que chegam a resultados
validos para regressores nao Gaussianos, desde que sua matriz de autocorrelagao
seja multipla da identidade. Serao descritos aqui os resultados mais recentes, de

[9,10].

A primeira destas referéncias propoe um modelo para a fase de aprendizado

do LMF, usando as hipdteses [1-3 da secao [2.1.1] acrescidas das hipdteses

6. O regressor X (n) tem distribui¢ao Gaussiana, com média nula e matriz de

autocorrelacao Ry,

7. O comprimento do filtro é longo o suficiente para que sejam vélidas apro-

E(V(n)"RxV(n)V(n)V(n)") ~E(V(n)"RxV(n)) E(V(n)V (n)"),
8. V(n) é pequeno o suficiente para que
E| (V)X (n)*X(n)X(n)"| ~0

se k> 1.



29

Usando essas hipéteses, [9] acha uma recursdo aproximada para a matriz de au-

tocorrelagao de V' (n), K(n) 2 E(V(n)V(n)T) como segue:

K(n+1)~ K(n)—3u[og+ Tr{RxK(n)}]| [RxK(n) + K(n)Rx| +
+M2{E(eg(n)6)Rx +15E(eg(n)!) [Tr{ RxK(n)} Rx + 2Rx K (n)Rx| }

(2.6)

Essa recursao fornece uma boa aproximacao para a curva de aprendizado do
LMF (dado que a hipdtese [1] da secao 2.1.1 implica que E{(V(n)TX(n))ﬂ —
Tr(RxK(n))), o que foi confirmado por diversas simulagdes em [9]. A recursao
também ¢é nao-linear, e diverge se a condigao inicial K (0) nao for suficientemente
pequena, como observado ja em [1]. No entanto, predigoes de regido de esta-
bilidade (passo e condigao inicial) feitas com (2.6) nao sa@o muito préximas do

observado em simulagoes.

Procurou-se corrigir esse problema em [10], evitando-se usar a aproximacao

feita na hipétese |8 acima, substituida por

8a. A distribui¢ao de (V' (n)"X (n))2 é razoavelmente concentrada em torno de

sua média de forma que

E|(V(n)"X(n))™

X(n)X(n)T} ~ [E(V(n)TX(n)) Ryx.

Também foi acrescentada uma nova hipétese,

9. RX == O'gI

1>

Com essas hipdteses, [10] obtém uma recursdo aproximada para y(n)

E([V(n)]2) = Tr(K (n):

yn+1) ~ (1 —a)yn) —by(n)* + cy(n)® +d, (2.7)
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em que M é o comprimento do filtro, e

a= Ay — Ay, b= By — Byyi®,

c=Cu?, d= Dy?,
Ay = 60302, Ay = 15E[eg(n)Yot(M + 2),
B, = 602, By = 150305 (3M + 12),

C = o5(15M + 90), D = Eley(n)%]o2M.

Definindo a fungao

fly) =1 —a)y—by*+cy’ +4,

nota-se que os pontos de equilibrio de (2.7) s@o solugoes de f(y) =y, e portanto
tem né maximo 3 zeros, dependendo do valor dos parametros. A anélise de
mostra que hé trés situacoes possiveis (y. é o ponto de equilibrio estavel e

positivo, se existir, e ¥(0)max ¢ 0 ponto de equilibrio instavel e positivo, se existir):

1. Trés pontos de equilibrio, apenas um dos quais é estavel e positivo (ver

figura ,
2. Apenas um ponto de equilibrio positivo, instével (ver figura 2.2),

3. Nenhum ponto de equilibrio positivo (figura2.3).

Mostra-se em [10] que y. < y(0)max, € que, para um dado valor de passo, a
regido de condicdo inicial E(|[V'(0)||*) = y(0) para a qual y(n) converge para y,
¢ 0 < y(0) < y(0)max- Note que tanto y. quanto y(0)max sdo fungoes do passo
de adaptacao p. Para cada u, pode-se resolver a equagao f(y) = y: se existirem
rafzes positivas, a maior serd y(0)max (valor maximo da condigdo inicial), e a

menor serd ¥y, (valor de y em regime, ou seja,

Jim B(|V(0)[) = v
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y(n+1)

y(n+1)=y(n)
f(y(n))

y(n)

Figura 2.1: Pontos de equilibrio de (2.7), caso 1: (y. << y(0)maz)-

Se para um certo valor de passo a equacao nao tiver raizes positivas, ou se tiver

apenas uma, o filtro nao é estavel para esse passo.

O valor maximo para a condi¢ao inicial aumenta a medida que u tende a 0,
aumentando a regiao de atracao do ponto de equilibrio y.. Por outro lado, existe
um valor de passo maximo (fmayx), para o qual a equagao f(y) = y tem apenas
uma raiz positiva, correspondente a um ponto de equilibrio instavel (figura 2.3).

Portanto, a faixa de passos para a qual o LMF converge deve ser
0 < 1 < fmax;
e esse passo maximo pode ser calculado achando-se as raizes de

Pyt + Papi® + Popi®> + Py + Py = 0, (2.8)
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y(n+1)

fly(n)) y(n+1)=y(n)

9. 1 y(n)
/// Ye = y(o)ma:r:

Yneg

Figura 2.2: Pontos de equilibrio de (2.7), caso 2: (ye = y(0)maz)-
em que:

Py = —4A3C + A3B; + 18A,B,CD — 4B3D — 27C* D?,

Py = 124, A5C — 2(A1 Ay B3 + A3B By) — 18(A1 By + A3 B,)CD + 12B,B; D,
Py = —12A3A,C + A2B3 + A3B? + 4A,A3B, By + 184, B,CD — 12Bi B, D,
P, = 4A3C — 2(A1 Ay B + ABBy) + 4B3 D,

Py = AiB}.

Este resultado concorda razoavelmente bem com simulagoes. No entanto, a
andalise das simulacoes levantou algumas duvidas, cujas respostas deram origem
a este trabalho, e que serao explicadas no préximo capitulo. Antes de passar a

esse assunto serao revistos rapidamente alguns resultados da literatura sobre o

LMMN.
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y(n+1)

y(n+1)=y(n)
f(y(n))

y(n)

’
’
’
’
’
3

s
’ |
, |
|
|
|

Yneg

Figura 2.3: Pontos de equilibrio de (2.7), caso 3: (y. and y(0),,q, complexos).

2.2 Analise do LMMN

O LMMN foi proposto em 1994 por Chambers, Tanrikulu e Constantinides
[64], procurando uma forma de aumentar a robustez do LMF, e em geral conseguir

um desempenho melhor do que os do LMS e do LMF.

As andlises do LMMN habitualmente aproveitam e combinam resultados para
o LMS e para o LMF. Assim, [64] propoe uma faixa para o passo de adaptacao
combinando resultados para o LMS e a faixa calculada para o LMF em [1]. Re-
sultados mais precisos foram propostos em [67], que provou a estabilidade do
algoritmo para sinais deterministicos, seguindo os resultados de [2], apresentados
na secao 2.1.2, e prop0s uma aproximacao para o desajuste e para a autocor-
relagdo de V' (n) em regime usando o método da equagao diferencial (ODE) [54],

chegando as seguintes expressoes para K (n) e para o desajuste em regime:

lim K (n) ~ A7+ 220 = D) Eeo(n)?) + (1= A)? Eeo(n)")

1 2.
n—o 2 N+ 31— Vo2 o (29
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b_ . Nag + 201 = N E(eo(n)!) + (1 = A)*E(eo(n)")
202 A+3(1 =)o

Tr(Rx). (2.10)

Esses resultados foram obtidos usando a hipétese de que V' (n) se mantém
em uma “pequena regiao em torno de seus valores 6timos”, o que significa que
a andlise nao demonstra a convergéncia, apenas calcula o valor-limite dos erros
para o caso do algoritmo convergir. A andlise é valida para passo suficientemente
pequeno, e também ignora termos de ordem dois ou superior em V(n) para a

conversao para equacao diferencial.

Yousef e Sayed estenderam esses resultados para uma faixa maior de pas-
sos de adaptagao em [69], em um primeiro passo para estender para andlise es-
tocastica o método de andlise de filtros adaptativos através de uma estrutura em
realimentagao proposto inicialmente em [70,71] para andlise deterministica. A
referéncia [69] também nao demonstra a estabilidade do LMMN, apenas calcula

os valores em regime do desajuste e de K (n) para o caso do algoritmo convergir.

Fazendo a hipétese de que em regime |eg(n)| > |V (n)T X (n)]|, [69] propoe a

seguinte aproximacao para o desajuste:

_ pa Tr(RX)
2 — ucTr(RX) ’

(2.11)
em que

a= N5 +2M1 =) E(eg(n)?) + (1 — X)*E(eg(n)?),
b=A+3(1—\o2,

=M +12X(1 = X) + 15(1 — A) E(eo(n)*).

As aproximacoes listadas neste capitulo descreveram em linhas gerais os prin-

cipais modelos propostos nos tltimos 20 anos sobre o LMF e o LMMN. Para nao
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alongar demais o capitulo, nao foram descritos os modelos propostos em todos
os artigos citados (e logicamente nao foram citados todos os trabalhos a respeito
desses algoritmos), mas procurou-se dar uma idéia do estado da arte atual da
pesquisa a respeito dos algoritmos. Os préximos capitulos tratam das limitagoes
dos modelos atuais, propoem uma nova forma de analisar o desempenho de al-
goritmos adaptativos, e finalmente mostram como interpretar corretamente os

modelos aqui descritos.
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3 O MECANISMO DE INSTABILIDADE
NO LMF

Como mencionado no capitulo anterior, o modelo obtido em [10] para o com-
portamento do LMF e para a faixa de valores do passo de adaptacao para a qual o
algoritmo ¢ estavel na média quadratica, concorda razoavelmente com simulacoes.
No entanto, fica uma duvida, que parte da observacao do comportamento tipico
do LMF quando diverge: diferentemente do que ocorre com o LMS, que apre-
senta picos de erro quando comecga a divergir [63,72], a divergéncia do LMF é

catastrofica, como mostra a figura

e(n)?

100 200

Figura 3.1: Trés realiza¢oes do LMF com M = 10, w, = [o00 .. O]T’ V(0) =
W(0)=[10..0]T, u=0,02, X(n) Gaussiano com Ry = I.
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A figura 3.1/ mostra trés realizacoes do LMF, obtidas sob as mesmas condicoes
e comecando da mesma condicao inicial. Duas convergem sem problemas, mas
uma diverge. Voltando para a andlise tedrica, nota-se que a recursdo (2.7) tem
uma regido de atragao finita, isto é, a condicao inicial deve ser menor que y(0)max
para o filtro convergir na média quadratica. No entanto, considere uma realizacao
do filtro. Mesmo que a condi¢ao inicial V' (0) seja deterministica (e dentro da faixa
de convergéncia), apds algumas poucas iteragoes haverd toda uma faixa de valores
possiveis para y(n). Se em uma realizagdo do filtro, para um dado instante,
|V (n)]|* ultrapassar y(0)max, 0 que acontece? As simulagoes mostram que, a
medida que o passo é aumentado, ¢ mais e mais comum ter-se uma realizacao
divergindo. Experimentalmente observou-se que, nas condi¢oes do experimento

da figura 3.1] em aproximadamente 3% das realizacoes o LMF diverge.

Nos préximos capitulos serd apresentado um modelo para descrever melhor o
comportamento do LMF a medida que o passo de adaptacao é aumentado, e serd
fornecida uma interpretagao melhor para os valores de ¥(0)max € fimax Obtidos no
capitulo 2l O presente capitulo usa um caso simples (um filtro com apenas um
coeficiente, e uma distribuigdo normal modificada para o regressor) para mostrar
como ¢ a divergéncia do LMF. Os resultados para a distribuicao modificada sao

confirmados com simulagoes para o caso de regressores Gaussianos.

3.1 Um Exemplo Simples de Instabilidade

O objetivo aqui é apresentar um exemplo simples mostrando que o LMF
tem uma probabilidade nao-nula de divergéncia para uma distribuicao bem-
comportada do regressor, qualquer que seja o valor do passo de adaptacao (desde
que nao-nulo, é claro). Esse exemplo, apesar de idealizado, esclarece o mecanismo

de divergéncia do LMF (parte desta secao foi apresentada em [22]).
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3.1.1 Prova de instabilidade para filtros escalares

Considere o algoritmo LMF (1.4) com M = 1, utilizado para identificar uma
constante w,, dada uma seqiiéncia {a:(n)} com funcao densidade de probabilidade

dada por
0, se |z| < e,
p@=¢ =9 (3.1)

o 2
207

e
V2o,

para € > 0. Assumindo também que nao ha ruido, de modo que d(n) = w,z(n),

, se x| > e,

e lembrando que v(n) = w, — w(n), a equagao do LMF fica

v(n+1) = (1— pz(n)'v(n)*)v(n). (3.2)

Primeiramente serd mostrado que ha um valor 0 < K < oo tal que, se
|v(n)| > K para qualquer n, entao lim, ., [v(n)| = co. Em seguida serd provado
que a probabilidade de |v(n +1)| > K dado |v(n)| = « é ndo-nula para qualquer

a > 0.

Seja K tal que (§ > 0 é um nimero positivo qualquer)

249
pe' K2 —1>1+6 e K > +4. (3.3)
e
Dada a desigualdade (3.3) e como |z(n)| > € por , hecessariamente
11— pr(n)*K? > |1 — pe*K?| > 14 6. (3.4)
Se acontecer de |v(n)| > K, de (3.2)) resulta que
[v(n+ 1) = [1 = pa(n) v(n)*|[v(n)]
(3.5)

> 1= pe K2[lu(n)] > (1 +0)[v(n)],

e conclui-se que |V(n)| — oo se para um instante n qualquer acontecer de

V()| > K.
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O argumento é completado mostrando que a probabilidade de |V (n+1)| > K

dado |V (n)| = a é ndo-nula para todo a > 0. Defina, para um dado a > 0,

K 1
S — (3.6)

T el pa?

Bla)
Entdo, para [v(n)| = o, uma entrada z(n) tal que z(n)* > 8(a) leva a
pr(n)*v(n)* — 1> K (3.7)
e portanto,

[o(n+ 1) = |1 = pa(n)v(n)*|[v(n)] > K. (3.8)

As expressoes (3.5) e mostram que |v(n)| — oo se z(n)* > B(a) para
|lv(n)| = a. Portanto, para provar que a probabilidade de divergéncia é nao-
nula, falta provar que a probabilidade de z(n)* > 3(a), dado que |v(n)| = «, é

nao-nula. Usando , segue que
Pr{fo(n+1)| > K | Jo(n)] =a} >
> Pr{z(n)* > B(a) | lv(n)| = a} (3.9)

= 2/ pa(z)dz > 0,
Bt/

em que Pr{A|B} ¢é a probabilidade de A dado B. Isso conclui a prova.

3.2 Regressores Gaussianos

Quando x(n) é normal (¢ = 0 em (3.1))), a prova simples apresentada acima
nao ¢é valida. Contudo, agora sao apresentadas simulagoes que mostram que o

resultado ainda ¢é valido para regressores Gaussianos.

Considere que o LMF é aplicado nas mesmas condigoes da se¢ao mas com

e = 0. Nas simulacoes realizadas, foram calculados:
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e A probabilidade de divergéncia do LMF, estimada como segue: Foram simu-
ladas L = 10° realizacoes do algoritmo, comecando com a mesma condicao
inicial V(0) =1 e sem ruido (eg(n) = 0). Uma realizagao foi contada como
“divergéncia” sempre que o erro absoluto |v(n)| ultrapassou 10'% (variar

este valor em uma ampla faixa nao altera os resultados),
e A probabilidade P de [V (1) > |[V(0)],

e O valor Vj, para o qual a probabilidade Pr{|V(n+1)| > [V(n)| | [V (n)| =
‘/1/2} = 07 57

e A probabilidade Py, , que [V(1)] > Vi, dada a condigao inicial.

A probabilidade de divergéncia foi obtida experimentalmente. Todos os outros

valores podem ser obtidos como segue: inicialmente, obtém-se a fun¢ao densidade

de probabilidade de v(n + 1) dado v(n). De (3.2), segue que

Pr{v(n+1) < zlv(n) = Z > 0} =

=Pr{(1 — px(n)*2* 7 < 2} = (3.10)
=Pr {x(n)4 > ! ;ZZQ/Z} .

A fungao densidade de probabilidade de x(n)* é dada por

dPr{z* <y}
Pet\Y) = —— (7 =
)=
yl/4 1 2
d|2 e 2% dx
/o V2mo, (3.11)
= 7 =
1 _ Y
= e 2%, y>0.

V8o 3/ -
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Portanto,
Pr{v(n+1) <z |v(n) =2 >0} =

= Pr {a:(n)4 > %} = (3.12)

/ ) ST
= e 20% .
1=2/Z 4/ 87ramy3/4 y

nz?
Finalmente, a funcao densidade de probabilidade desejada é obtida diferenciando-

se (3.12) com relagao a z:

Po(n+1) | vy (2 | v(n) = Z) =
_ dPr{v(n+1) < zlv(n) =Z > 0}

dz
1 V7=

e 67 20%\/HZ3 .
\ /SWUmM1/4Z3/4(Z — 2)3/4

(3.13)

Escolhendo 2 = 1, pode-se usar (3.13) com v(0) = 1 (fixo) para determinar as
probabilidades P = Pr{|v(1)| > [v(0)[} e Psy,,, = Pr{|v(1)| > [Vij2| [ v(0) = 1},
e o ponto V4, > 0 para o qual Pr{|v(1)| > v(0) | v(0) = Vi 2} = 0,5. Esses valores
sao dados, para varios valores do passo j, na tabela3.1. A tabela também mostra
Ngiv, 0 nimero observado de realizagoes do LMF para o qual |v(n)| > 10 para

algum n.

A 1ltima coluna na tabela 3.1/ mostra que a probabilidade de divergéncia au-
menta com o passo de adaptacao. No entanto, mesmo para o maior passo na
tabela, o filtro tem um comportamento adequado para a maioria das realizagoes.
A figura [3.2] semelhante a figura[3.1, mostra trés realizacoes para o LMF com
M = 1 coeficiente, com entrada Gaussiana e iid® z(n) com variancia unitdria,
passo u = 0,03 (probabilidade de divergéncia de 0,16% de acordo com a ta-
bela3.1), e condigao inicial v(0) = 1. A figura mostra duas realiza¢oes em que o
algoritmo convergiu, e uma em que o algoritmo divergiu. Note que nao sao ne-

cessarias muitas iteragoes para verificar a divergéncia. Em todas as simulagoes re-

Independente e identicamente distribuida
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Tabela 3.1: Probabilidade de divergéncia observada para varios valores de passo,
sempre para M = 1 e condicao inicial |v(0)| = 1. As definigdes das colunas sao

dadas no texto.

2 Py V1/2 P>V1/2 Ndiv/L
0,01 1,7x107* 31,1 52x107" 7x107°
0,02 1,6x107% 220 5,8x107° 3,0x10*
0,03 4,3x107% 179 5,4x107" 1,6x 1073
0,04 7,8x107% 155 6,5x107% 4,4x 1073
0,05 1,2x1072 139 3,3x107° 8,5x 1073
0,06 1,6x1072 127 1,0x107* 1,4x 1072
0,07 2,1x1072 11.7 2,4x10™* 2,0x 1072
0,08 2,5x1072 11.0 4,7x107* 2,8x 1072
0,09 3,0x1072 104 8,0x107* 3,5x 1072
0,10 3,4x1072 9.8 1,3x107 4,3x1072
020 7,5x1072 7.0 1,2x1072 1,3x10°!

alizadas, isso se mostrou o comportamento tipico do algoritmo. Adicionalmente,
note que a probabilidade de divergéncia depende da condicao inicial: quanto
maior |v(0)|, maior serd a probabilidade de divergéncia. Esse comportamento

estd de acordo com as observagoes de [10].

No entanto, se a probabilidade de divergéncia (isto é, do erro |v(n)| tender
a infinito) do algoritmo é nao-nula, o algoritmo néo pode ser estdvel na média
quadratica, ou seja, para qualquer passo de adaptacao positivo, a variancia de
v(n) (no caso escalar, no caso vetorial, a matriz de autocorrelacao K (n)) neces-
sariamente deve divergir. Essa conclusao é contraria a maioria dos resultados
sobre andlise do LMF publicados na literatura (exceto aqueles que assumem que
0 regressor e o erro 6timo sao estritamente limitados). Nos préximos capitulos
esse ponto serd melhor analisado, e sera apresentada uma interpretacao para os
resultados publicados na literatura, calculando a faixa de passos que garantem a

estabilidade do LMF, mesmo para regressor Gaussiano.
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‘ \
10 ¢ 100 200

Figura 3.2: Trés realizagoes do LMF com regressor escalar, w, = 0, v(0) = w(0) =
1, n=0,03, x(n) ~ N(0,1).
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4 PROBABILIDADE DE DIVERGENCIA
NO LMF

Neste capitulo serda abortado o problema de estimar a probabilidade de di-
vergencia do LMF para filtros de qualquer comprimento. Antes de mais nada, é
necessario definir claramente o que se quer dizer por divergéncia. Um compor-
tamento indesejado de um filtro poderia ocorrer de varias maneiras: o erro de
estimagao poderia crescer a valores elevados antes de comecar a diminuir, ou ele
pode permanecer em valores aceitaveis a maior parte do tempo, mas com picos
ocasionais de valor elevado, ou finalmente poderia crescer indefinidamente. A
definicao usual de estabilidade em filtragem adaptativa envolve a variancia das
estimativas; isto ¢, deseja-se que a variancia do erro de estimagao permaneca li-
mitada e nao muito maior que a variancia do erro étimo. Dado o comportamento
que foi observado no capitulo anterior, neste capitulo serd adotada a seguinte

defini¢ao de divergeéncia:

Definicao 4.1 (Divergéncia). Neste trabalho diz-se que uma realizagdo do
algoritmo LMF divergiu se lim,, .. |W(n)|| = oco. Por outro lado, seré dito que
uma realizagdo do algoritmo convergiu se ela nao tiver divergido (note que esta

nao ¢ a definigdo usual de convergéncia).

A questao de interesse é a seguinte: dada a condigao inicial W (0), o passo de
adaptacao p, o comprimento M do filtro, e as estatisticas do regressor e do erro

6timo eg(n), qual é a probabilidade que uma realizacao do filtro divergira?
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Para o filtro escalar com a distribuicao Gaussiana modificada do capitulo ante-
rior, se o erro absoluto |v(n)| atingir um certo valor K, o algoritmo LMF necessari-
amente ira divergir, como visto no capitulo anterior. A andlise é mais complicada
para a distribuicao normal sem modificagoes, pois neste caso, nao importa o quao
grande fique |v(n)|, sempre haverd uma pequena, mas nao-nula probabilidade que
o erro retorne a valores razoaveis (no entanto, essa probabilidade rapidamente de-
cresce a medida que |v(n)| aumenta). Isso torna a estimagao da probabilidade de
divergéncia um problema consideravelmente complexo. Neste capitulo é proposto
um modelo aproximado, que captura a esséncia da dependéncia da probabilidade
de divergéncia em ju, M, na variancia da seqiiéncia de entrada o2, e na distribuigao

do erro 6timo ep(n).

4.1 Recursao para ||V (n)||?

|?, assu-

Inicialmente serd procurada uma recursao aproximada para ||V (n)
mindo que {X(n)} é iid e Gaussiana, e que os elementos de X (n) sdo nao-
correlacionados. Portanto,

E{X(n)X(m)T} = 0 param #n, e
R, =E{X(n)X(n)'} = oI,

em que I é a matriz identidade. Também sera assumido que a fun¢ao densidade
de probabilidade de ey(n) em (2.1) é par, de modo que E{eo(n)k} = 0 sempre

que k for um inteiro impar.

Recordando que (como visto no capitulo 2),

e(n) = V(n)' X (n) + eo(n), (4.1)
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em que V(n) = w, — W(n), a recursao do LMF (1.4) fica, em termos de V' (n),
3
Vin+1)=V(n)— u(V(n)TX(n) + eo(n)) X (n). (4.2)
Definindo p(n) = V' (n)T X (n) para simplificar a notagao,

Vin+1)=V(n)—u [p(n)?’ + 3p(n)?e(n) + 3p(n)eo(n)*+

(4.3)
+ eg(n)} X (n).
Define-se também y(n) 2 V(n)TV (n) = |V (n)||%. De obtém-se
y(n+ 1) = y(n) — 20 [p<n>4 1 3p(n)eo(n) + 3p(n)eo(n)+
; p<n>e0<n>3] oy [p<n>6 T 6p(n)Peo(n)+
(4.4)

+ 15p(n)*eo(n)? + 20p(n)eo(n)?® + 15p(n)2eo(n)*+

+ Gp(n)eo(n)® + eo<n>6} 1 ()2

O objetivo é estimar a probabilidade de lim,,_,o, y(n) = oco.

Para prosseguir, é necessario simplificar . Para isso, faz-se a aproximagao
y(n) = E{y(n)| y(n — 1), X(n)}. Esta aproximacdo troca o erro étimo eg(n) e

suas poteéncias por suas respectivas médias, resultando

v+ 1) = () = 20 )+ 300 | +

- {pm)ﬁ T 15p(n)"o? + 15p(n)2y + ng] X (m)IP,

em que foram usadas as hipdteses de que E{eg(n)} = E{eo(n)?} = E{eo(n)’} =
0, e definiu-se ¢5 = E{eo(n)*}, n§ = E{eq(n)"}.

E necessario agora aproximar (V(n)'X (n))%, escrevendo esses valores em
termos de y(n)* e de | X (n)|**. Usando a hipétese de que os elementos de X (n)

sao Gaussianos e nao-correlacionados (e portanto independentes), conclui-se que



47

o vetor X (n) aponta para qualquer diregao no espago RM com probabilidade
igual. A hipétese de X (n) ser iid implica que as diregoes de V' (n) e de X (n) sao
independentes. Esta observacao é usada no Apéndice Al para chegar as seguintes

aproximacoes:

(V)X () %E{ el }%Mw (1.5
(V)X (n)])™ (V)X (n)])™ ’
1
OéM(l):M,
ap(2) = 5
ml M(M +2)
15
) = oy

Substituindo (V(n)TX(n))% por ay(k)y(n)*|| X (n)||**, obtém-se

yin+1)~ |1—pu (603 - 15u¢§HX(n)H2) 7HX]E;>H2—
32 = X () 1y )+ (46)

12X (n)||*
MM + 2)(M + 4)

+15° y(n)? | y(n) + p*npl| X (n)|

4.2 Estimando a Probabilidade de Divergéncia

O préximo passo é estimar a probabilidade de que a seqiiéncia y(n) dada pela
recursio (4.6) cresga indefinidamente, dada a condigao inicial y(0) = V (0)7V(0),

2 2 4 6
€ :ua 0-17 007 ¢07 T](]a € M
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Denote por D(n) o fator entre colchetes multiplicando y(n) em (4.6)), isto é,

[

D) = 1 e (60g — 150 X ) 2) LU

(2~ 15p03) X )] >%y<n>+ (47)
X
+ 154 M(M+2)<M+4)y(n) .

Prova-se no Apéndice B que D(n) é sempre nao-negativo.

Uma aproximacgao P, para a probabilidade de divergéncia do LMF pode ser
obtida como segue. A recursao (4.6) converge se houver um D, dado para o
qual 0 < D(n) < Dy < 1 para todo n, ja que neste caso y(n + 1) < Doy(n) +

urE| X (m)]12, e portanto
y(n) < Dyy(0 +xmoZD" R (R (4.8)

Se D(n) < Dy < 1 para n, || X(n)||?> deve necessariamente ser limitado (pois
D(n) — oo quando || X (n)|| — oo). Esta propriedade de || X (n)]|, juntamente
com a equagao (4.8), implicam que y(n) permanece limitada (e portanto, de

acordo com a Definigao[4.1} o algoritmo converge).

No entanto, pode ocorrer do algoritmo (quer dizer, uma realizacao do algo-

ritmo) convergir mesmo se alguns D(n) forem maiores do que um. Assim,
P.=Pr{0 < D(n) < 1foralln>0}
¢ um limite inferior para a probabilidade de convergéncia, e
P,=1-P.
é um limite superior para a probabilidade de divergéncia.

Para avaliar P., pode-se:

1. Calcular as probabilidades Pr{D(n) < 1] y(n) = g)(n)}, para 0 <n < N,
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comegando com um valor dado de y(0),

2. Um inconveniente na expressao anterior é que y(n), para n > 0, varia para
cada realizagao do filtro. Para poder prosseguir, é necessario achar uma

aproximagao 4(n) para y(n).!

3. Calcular
~ HPr{D ) < 1] y(n) =g(n)} (4.9)

Admitindo por hora que uma aproximacao y(n) esteja disponivel, seréd cal-
culada a probabilidade referida no Passo 1. De (4.7), nota-se que D(n) < 1 é

equivalente a

11 (60 — 1| X (o 2) LA
~ (2 — 15002 X (0)] )%yw
* 15“2M(Mufg;2J|\S Tyt <L
que, definindo = £ || X (n)|]?, se reduz a
QUe) 2 603+ (g oguli) = 15p6 ) == 2802
- 15(M+2)“(M+4)y(n)223 > 0.

Q(z) nao tem zero positivo se y(n) = o2 = 1)3 = 0; caso contrario Q(z) tem um

e apenas um zero positivo zo(n) para y(n) > 0, como mostrado agora:

1. Se o erro 6timo for identicamente nulo (isto ¢, se o3 = 13 = 0), entdao Q(z)

ser reduz a

6
Q(2>’err0 nulo = % (M T Qy(n)—

15p 2,2
_(M+2)(M+4)y<n) : > ’

1O uso de §(n), de (4.5), e dos valores esperados de poténcias de eg(n), faz a anélise apre-
sentada aqui aproximada. Os resultados serao validados no capitulo/[5.
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e 0 Unico zero positivo é dado por

2(M + 4)

ZO(”) |erro nulo — W .

2. Sey(n) =0e o >0, Q(z) tem grau um, e o Unico zero positivo é

203
By

zo(n) |y(N):0

3. Para o caso de erro 6timo nao nulo e y(n) > 0, note que Q(z) tem a forma
a+bz—cz? —d2?,

em que a,c,d > 0, mas b é indefinido. Como a > 0, segue que Q(0) > 0, e
como d > 0, segue que

lim Q(z) = —o0,

Z— 00
e portanto h& ao menos um zero positivo para Q(z). O argumento seguinte

prova que esse zero ¢ unico. A primeira e a segunda derivadas de Q(z) sao

Q'(2) = b — 2cz — 3d2?,

Q"(z) = —2¢ — 6dz.

Como Q"(z) < 0 para z > 0, Q'(2) ¢ estritamente decrescente para z > 0.
Q)'(z) terd portanto um tnico zero positivo se b > 0, e nenhum se b < 0.
Como '(z) é estritamente decrescente, Q'(z) pode ter no maximo um zero
positivo z; > 0. Isso implica que Q(z) pode ter no maximo um ponto

extremo z; > 0. Ha duas possibilidades para Q(z), portanto:

(a) se b > 0, Q(z) comega em Q(0) > 0, cresce para 0 < z < zj, alcanga

um maximo em zq, e depois decresce para —oo; ou

(b) se b <0, Q(2) comeca em Q(0) > 0 e decresce para —oo para z > 0.

Nos dois casos, Q(z) cruza o eixo z uma (e uma unica) vez para z > 0, e o
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zero zg(n) > 0 deve ser tnico. Os conjuntos {z € R| z > 0, Q(z) > 0} e
{z ERlO<z< zo(n)} sao portanto idénticos, e a probabilidade que se deseja

calcular é dada por (lembre que zg(n) depende de y(n))

Pr{D(n) <1l y(n) = f&(”)} =

= Pr{ [ X(n)|* < zo(n)| w(n) = §(n)} .

(4.10)

Como os elementos de X (n) sao Gaussianos e iid, || X (n)||?/c? segue uma distri-
buigao x* com M graus de liberdade, e a tltima probabilidade em (4.10) pode
ser facilmente calculada.

Ainda é necessdrio encontrar uma aproximacao §(n) para y(n) = ||V (n)||?,
para todo instante n. A escolha mais razodvel seria a mediana da distribuicao
de ||V (n)||?, mas esse parametro nao ¢ facilmente calculdvel. Outra aproximagao
seria usar §(n) = E{||V(n)||?}. Contudo, esta escolha também nao é conveni-
ente, pois E{||V(n)||*} diverge, como observado na secdo [3.2. Na préxima seqao

¢é apresentada uma alternativa para g(n) que é facilmente calculdvel e fornece

resultados razoaveis.

4.3 Calculo de g(n)

O valor esperado de (4.2) para X (n) Gaussiano com correlagao 021 foi cal-

culado em [9], com o resultado

E{V(in+1)} =~ E{V(n)}- @11)

—3ulog + a2E{V(n)"V(n)}| 02E{V (n)}
A estimativa g(n) é conseguida através das aproximacoes

V(n) ~ E{V(n)},
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j(n) ~ E{V(n)} E{V(n)},

que sdo razoaveis no comeco da adaptacao, quando V' (n) é dominado por seu
valor médio (lembrando que a divergéncia é mais provavel nas primeiras iteragoes,
como observado nas simulages do capitulo(3]). A multiplicagao de (4.11) por sua
transposta fornece uma recursao para E{V(n)}T E{V(n)}, que pode ser usada

para definir §(n), como segue

j(n+1) = [1 = 3uoi(op + ozi(n))] "4(n),

(4.12)
9(0) = y(0) =E{V(0)"'V(0)} = V(0)"V(0).

Observe que essa escolha para g(n) sé é razodvel se p for pequeno. Se o passo
for grande o suficiente para que 1 — 3uc2(o2 + 02(0)) = 0, entao g(n) = 0 for

n > 1, o que estd longe do comportamento real do algoritmo.

Todos os elementos para a estimativa da probabilidade de divergéncia do

LMF estao agora disponiveis:

4.4 Probabilidade de Divergéencia para o LMMN

O mesmo algoritmo pode ser usado para estimar a probabilidade de di-

vergéncia do LMMN, bastando para isso usar

fea = (1= N (115)
no algoritmo (1.

A estimativa da probabilidade de divergéncia obtida pelo algoritmo [1 é um
limite superior para a probabilidade real, portanto pode ser usada por projetistas
para escolher os parametros dos filtros para que a probabilidade real seja menor
do que um dado valor pré-escolhido. Como varias aproximacoes foram usadas

para se chegar ao algoritmo (1, o proximo capitulo apresenta diversas simulagoes



Probabilidade de divergéncia
Py~1-PFP, (4.13)

em que

Pe=TTPr{IX@I? < zo(m)] yin) = dn)}

em que || X (n)||?/c? segue uma distribui¢ao x* com M
graus de liberdade, e zy(n) é o unico zero positivo de (se
g(n)=0ec2=0,P.=1)

6

g(n)—-15u¢€) 2=

4508 154

TR LA (M +2)(M + 4)37(”)2

23
(4.14)
com o2 = E(eg(n)?), 13 = E(eg(n)*), e g(n) é calculado
a partir da recursao
§(n+1) = [1 = 3p02(of + 029(n)] "9(n),
§(0) = y(0) = E[[V(0)|,

para y < [302(02 + 02§(0))]

Algoritmo 1: Célculo da probabilidade de divergéncia.
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comparando os valores obtidos pelo algoritmo [1 com resultados de simulacoes.
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5 SIMULACOES

Neste capitulo sao comparadas as estimativas para a probabilidade de di-
vergéncia do LMF e do LMMN obtidas com o algoritmo!(1], e resultados de diversas
simulagdes. Foram feitas comparagoes do modelo tedrico para erro 6timo eg(n)
Gaussiano e uniforme, e para regressores Gaussianos de dois tipos: vetores X (n)
independentes (referidos como “regressores IND” no restante deste capitulo) e
vetores X (n) formados a partir de uma linha de atraso, como é usual em filtra-
gem adaptativa (referidos por “regressores LA”). A matriz de autocorrelagao de
X (n) é sempre igual a 021 (ou seja, no caso IND, E{X (n)X (n — k)} = 0 para
todo k # 0, e no caso LA, E{X (n)X (n — k)} é ndo-nulo e constante apenas na

k-ésima diagonal.)
5.1 Simulacoes com o LMF

O primeiro exemplo valida o procedimento usado para as simulagoes. Sao
comparadas as probabilidades de divergéncia em funcao do passo de adaptacao,
obtidos sob diferentes condi¢oes. Cada curva na figura 5.1/ foi obtida através de
L realizacoes independentes do LMF para Ny iteragoes. Para este exemplo, foi
adotado M = 100, 02 = 1, o2 = 0.01, e condi¢ao inicial y(0) = ||V (0)|]* = 1.
Uma curva foi marcada como “divergente” se ||V (Ny)|| > 10'%, e a probabilidade

de divergéncia observada foi calculada por

Numero de curvas divergentes
Py, = 7 )
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Ha sete curvas na figura /5.1l As duas a esquerda foram obtidas usando o modelo
tedrico usando como nimero de iteragoes no algoritmo 1/ os valores Ny, = 100 (o)
e 1000 (trago continuo). As cinco curvas a direita foram obtidas por simulagoes
(probabilidades observadas Py,). A curva mais a direita (+) foi obtida usando
regressores LA. As quatro simulagoes restantes foram obtidas usando regressores

IND.

As simulagoes mostram que basicamente nao hé diferencas entre as curvas
obtidas com L = 10° e L = 10* realizagoes (casos (a) e (b) na figura). Com
relacao ao nimero de iteragoes, nota-se um deslocamento da curva estimada para
a esquerda (ou seja, maior probabilidade de divergéncia para valores menores de
1) quando Ny é aumentado de 10? para 103, mas praticamente nao ha variagao
para L > 103. Com relacao ao tipo de regressor, comparando as curvas para
regressores LA e IND obtidas para Ny = L = 10* (a curva marcada (+) e a curva
marcada < para o caso (b)), fica claro que as diferengas entre simulagoes com
regressores IND e LA tém pouco impacto. O modelo tedérico realmente forneceu
um limite superior para a probabilidade de divergéncia observada em ambos os

Casos.

Na figura/5.2/foram usados apenas regressores LA. As curvas em trago continuo
foram obtidas por simulagoes, com y(0) = 0,01 e 02 = 1, 02 = 0.01, Ny, = 10%,
e L = 10% e as curvas tracejadas mostram o modelo teérico P, usando 103
iteracoes (os mesmos resultados teéricos foram obtidos usando 10* iteragoes).
Note que para erro y(0) menor (menor que o valor y(0) = 1 usado previamente),

as aproximacoes tedricas ficam mais proximas das simulacoes.

A figura 5.3 mostra novamente resultados apenas para regressores LA, M =
10%, 02 = 1, Ny = 10%, e L = 10%, mas agora com erro 6timo Gaussiano com
o = 0,1. As curvas acima sao com y(0) = 0,1, e as abaixo, para y(0) = 1.

Novamente, o modelo tedrico é melhor para valores menores de y(0).
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Probabilidade de divergéncia observada para M = 100
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Figura 5.1: Probabilidade de divergéncia, erro 6timo Gaussiano, M = 100, 02 =
1, y(0) =1, 02 = 0.01. A esquerda veéem-se duas curvas superpostas obtidas com
o modelo tedrico proposto aqui, calculadas com 10? (o) e 10% (trago continuo)
iteracoes. A curva mais a direita, marcada por +, foi obtida por simulacoes
usando regressores LA e Njy = L = 10*. A curva em traco continuo préxima
a cla foi obtida com regressores IND, Ny, = 10% e L = 10*. No centro hé trés
curvas superpostas, obtidas com regressores IND e (a) Ny, = 103 e L = 10* (traco
continuo), (b) Ny = L = 10* (), e (¢) Ny = 2.5 x 10* e L = 10% (x).

Na figura sao apresentadas simulagoes para regressores LA e M = 100,

2

agora com diferentes valores para ¢;. Em todos os casos as curvas em trago
continuo sio simulagoes feitas com Ny = 104, L = 10%, e 02 = 0.01; e as curvas
tracejadas foram obtidas com o modelo teérico . Em (a), y(0) = 0,1 e 02 = 2,
em (b), y(0) =0,1e 02 =4, em (c), y(0) =1 e o2 =05 eem (d), y(0)=1e

2 _
o; =4.

Resultados semelhantes sao obtidos para outras distribuicoes do erro 6timo
eo(n). A figura (5.5 apresenta resultados para erro 6timo com distribui¢ao uni-

forme.
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Probabilidade de divergéncia observada.
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Figura 5.2: Probabilidade de divergéncia, regressores LA, erro 6timo Gaussiano,
02 =1,y(0) =0.01, 02 = 0.01, e M = 10, 100, e 1000. H4 um par de curvas para
cada valor de M. As curvas em traco continuo foram obtidas por simulagoes, e
as tracejadas, pelo modelo tedrico. O par mais & esquerda é para M = 103, o par
central, para M = 10%, e o par mais & direita, para M = 10. Em todos os casos,

Ny = 10* e L = 103,

5.2 Simulacoes com o LMMN

Simulagoes realizadas com o LMMN apresentam resultados semelhantes. Nas
figuras|5.6-15.8 podem ser vistas a probabilidade de divergéncia observada para o

LMMN com regressores LA e 6 = 0,8. As curvas tedricas foram obtidas usando

0 Passo fleq = 244(1 — J) no algoritmo 1.

As figuras mostram que o modelo tedrico realmente fornece um limite supe-
rior para a probabilidade de divergéncia do LMF e do LMMN. As simulagoes
realizadas mostraram que o modelo tedrico se aproxima da probabilidade obser-
vada para valores menores da condigao inicial y(0), e se a variancia do erro 6timo
nao ¢ maior do que a condicao inicial. Foram realizadas varias outras simulagoes,

variando todos os parametros possiveis, sempre com resultados similares. Si-



99

Probabilidade de divergéncia observada.
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Figura 5.3: Probabilidade de divergeéncia, regressores LA, erro 6timo Gaussiano,
o8 =0.1,0%2=1,e M =100. Acima: y(0) = 0,1, abaixo: y(0) = 1. Em todos
os casos, Ny = 10* e L = 103. As curvas em traco continuo sdo simulacoes, as
tracejadas foram obtidas com o modelo teérico usando 10% iteracoes.

mulagoes em que o3 > y(0) sao mais dificeis de realizar, pois nesse caso o ntimero
de iteracoes para que o valor de Py, se estabilize tende a ser muito grande, e as

simulagoes muito demoradas. O mesmo ocorre se o2 for reduzido demais.

5.3 Comparacao com Modelos Tradicionais

O modelo tedrico aqui apresentado pode ser comparado com os limites para o

passo de adaptagao propostos em [10]. Esses limites estao listados na tabela 5.1,

para diferentes condicoes.

Comparando os valores maximos para o passo de adaptacao preditos pela
tabela/5.1 com as simulacoes apresentadas nas figuras|5.1-45.3, pode-se notar que
os limites propostos em [10] para o passo de adaptagao ficam no inicio da regiao

em que a probabilidade de divergéncia esté crescendo rapidamente. Portanto, os
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Figura 5.4: Probabilidade de divergéncia como fun¢ao da poténcia do sinal, re-
gressores LA, erro 6timo Gaussiano, M = 100. Trago continuo: simulagoes,
Ny = 10%, L = 103, e 02 = 0,01. Curvas tracejadas: modelo tedrico, calculado

com 10? iteragoes. (a), y(0) = 0,1 e 02 = 2; (b), y(0) = 0,1 e 02 = 4; (c),
y(0)=1eo2=0,5; (d),y(0)=1ec?=4.
resultados de [10] s@o realmente tteis para determinar uma faixa de passos de

adaptacao utilizaveis, dada a relativa simplicidade da expressao para o céalculo de

[max 18 proposta, como mostrado na equacao (2.8) do capitulo 2.
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Observed probability of divergence and P;, M = 100
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Figura 5.5: Probabilidade de divergéncia para o LMF, regressores IND, erro 6timo
uniformemente distribuido, M = 100, o2 = 0.01. Trago continuo: probabilidade
observada em 10° realizacoes com 100 iteracoes. Curva tracejada: modelo tedrico,

calculado também com 100 iteracoes.
Probabilidade de divergéncia para o LMMN, M = 10
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Figura 5.6: Probabilidade de divergéncia para o LMMN, regressores LA, erro
6timo Gaussiano, M = 10, 02 = 0,01, 6 = 0,8. Trago continuo: probabilidade

observada em 10° realizacoes com 100 iteracoes. Curva tracejada: modelo teérico
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Probabilidade de divergéncia para o LMMN, M = 100
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Figura 5.7: Probabilidade de divergéncia para o LMMN, regressores LA, erro
6timo Gaussiano, M = 100, o2 = 0,01, 6 = 0,8. Trago continuo: probabilidade
observada em 10° realizacoes com 100 iteracoes. Curva tracejada: modelo tedrico.

Probabilidade de divergéncia para o LMMN, M = 1.000
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Figura 5.8: Probabilidade de divergéncia para o LMMN, regressores LA, erro
6timo Gaussiano, M = 1.000, 02 = 0,01, § = 0,8. Trago continuo: probabilidade
observada em 10° realizacoes com 100 iteracoes. Curva tracejada: modelo tedrico.
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Tabela 5.1: Valores maximos ji.x para o passo de adaptacao do LMF para dife-
rentes variancias do erro 6timo e comprimentos de filtro e regressores Gaussianos,

conforme [10].

o
0,01
0,01
0,01
0,01
0,1
0,1

M Hmax y(0)
100 0,00370 1

10 0,7692 0.01
100 0,097087  0.01
1000  0,00997008 0.01
100 0,00313 1
100 0,009709 0.1
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho mostra-se que o LMF e o LMMN nao podem ser estaveis na
média quadratica se o regressor nao for estritamente limitado, e propoe-se um
modelo tedrico (limite superior) para a probabilidade de divergéncia desses al-
goritmos para regressores Gaussianos, ao contrario do que é assumido em varios
estudos sobre esses algoritmos. Na préatica (ja que todos os regressores sao li-
mitados), os resultados apresentados aqui significam que tanto o LMF quanto
o LMMN sao bastante sensiveis a valores elevados nos regressores, mesmo que
esses valores elevados ocorram muito raramente, como ¢é o caso da distribuicao
Gaussiana. Outra conclusao é que os passos de adaptacao para o LMF e para
o LMMN devem ser escolhidos com muito cuidado, principalmente quando uma
boa aproximagao para a solucao 6tima de Wiener (isto é, uma boa condigao inicial

para o algoritmo) nao estiver disponivel.

Os comportamentos do LMF e do LMS sao bem diferentes nesse respeito.
Se o vetor de erro V(n) crescer a um valor elevado em uma dada realizacao
do LMS, o algoritmo tende a fazer com que V' (n) retorne rapidamente a um
valor razoavel [63]. O LMF e o LMMN, devido as suas nao-linearidades ctibicas,
perdem completamente a estabilidade se o vetor de erro for levado a um valor

elevado.

Os resultados aqui apresentados nao significam que as aproximagoes propos-

tas na literatura para o erro médio quadratico do LMF e do LMMN sao intteis.
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Como mostrado na segao 5.3 as aproximagoes sugeridas em [10] fornecem uma
boa aproximagao para o ponto (em termos do passo de adaptacao) em que a
probabilidade de divergéncia comega a crescer rapidamente. Para passos peque-
nos, a probabilidade de divergéncia é muito pequena, e pode-se considerar que as

aproximacoes propostas na literatura estao de fato calculando

E{e(n)?| o filtro ndo divergiu}.

O limite superior proposto aqui fornece ferramentas para projetistas decidi-
rem quando o uso do LMF ou do LMMN seria uma boa escolha. Como passos
muito proximos do limite de estabilidade geralmente nao levam a desempenho
adequado, o fato das aproximacoes nao serem muito proximas dos valores reais
para erros iniciais elevados nao prejudicar o seu uso. Por outro lado, os resultados
apresentados aqui sao uma nova forma de estudar o desempenho de filtros adap-
tativos, que podem levar tanto a uma melhor compreensao do funcionamento
de filtros nao-lineares quanto a novas idéias para melhorar o desempenho e a

robustez de algoritmos para filtragem adaptativa.

H& varios caminhos abertos para se prosseguir na linha de pesquisa aberta

com este trabalho, em particular:

e Melhorar as aproximacoes para a probabilidade de divergéncia obtidas pelo
algoritmo 1. Uma idéia para realizar essa tarefa é melhorar a aproximacao

y(n) (4.12), trocando-se a aproximagao
E(V(n)V(n) ~ E(V(n)" E(V(n) = j(n),

por outra que leve em conta que uma variavel aleatéria com distribuicao
nao-trivial sempre satisfaz E(V (n)"V (n)) = 'yE(V(n))TE(V(n)), com
v > 1. Isso poderia ser feito assumindo-se uma distribuicao “média”para

V' (n) para o célculo de 7.
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e Aplicar as idéias apresentadas aqui para outros filtros, em particular para
estudar a convergéncia de algoritmos nao-supervisionados, como o CMA
[26]. De particular interesse seria o estudo da probabilidade de uma rea-

lizagdo de um filtro nao-supervisionado convergir para um minimo local.

e A idéia de probabilidade de divergéncia, ou probabilidade de uma dada rea-
lizacao de um filtro ter um desempenho adequado, nao é aplicavel apenas a
filtros com regressores potencialmente ilimitados, como a distribuicao Gaus-
siana. Mesmo para regressores com distribuicao uniforme, por exemplo,
pode ser vantajoso aceitar uma pequena probabilidade de divergéncia (ou
seja, usar um passo de adaptagao que nao garanta convergéncia) para se ter
um desempenho melhor de velocidade de convergéncia e erro ao acompanhar
sinais nao estacionarios. Note que mesmo no caso de entradas estritamente
limitadas, em que [2] demonstra a estabilidade do LMF para passos sufici-
entemente pequenos, um comportamento como o descrito aqui ird acontecer
a partir de um certo valor de passo de adaptacao, ou seja, os algoritmos nao
comecarao a divergir em todas as realizagoes para um certo valor-limite do
passo, apenas a probabilidade de divergéncia ird aumentando de maneira

continua.

e Estender a idéia de probabilidade de divergéncia para probabilidade de se
ter um desempenho “adequado”, por exemplo, probabilidade do erro de
uma realizagao de um filtro decrescer abaixo de um certo valor desejado €

em um dado nimero N de iteragoes.
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APENDICE A - UMA
APROXIMACAO
PARA

(V(N)TX(N))™
Na secao 4.1 foi usada a aproximacao
(V)" X ()™ = an (K)[[V ()| X (n)|[*, & =1,2,3, (A1)

AT x ) 2
com ayy(k) dado por ,ay(k) =E { (H“/{((n))||H§((n))||> }

Neste apéndice sao derivadas as expressoes para ay(k) para k = 1,2,3, sob

as seguintes hipdteses:

1. A seqiiéncia vetorial { X (n)} é iid,

2. Os elementos de X (n) sao independentes (e portanto E{X (n)X (n)’} =

o).

xT

A partir dessas hipoteses e de (4.5), segue que

1. O vetor erro V' (n) é independente de X (n),

2. Se V(n) = 0 ou X(n) = 0, (A.1) vale qualquer que seja o valor (finito)

escolhido para ayy(k),
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3. Pode-se reescrever a (k) como

_ Vi) xm ',
(k) =B {E [(IIV(n)HHX(n)H) Vi )] } |

4. Note que no produto interno acima, V'(n) é fixo. Ja que X (n) tem elemen-

tos independentes, X (n) pode apontar para qualquer direcio em RM com
igual probabilidade, e portanto o produto interno ¢ independente da dire¢ao
particular tomada por V(n). Portanto, a esperanga mais externa é sobre
uma constante. Lembrando a hipétese 2l e definindo e; = [10... 0]7 € RM|

X2 X (n)/|| X (n)||, obtém-se
T 2k
an(k) = E [(e1 X) ] , (A.2)
em que e; e X tém norma Euclideana unitaria.

Antes de atacar a solugao geral para , € conveniente considerar o caso tri-
dimensional. X é um vetor cuja ponta permanece na esfera unitaria, o o produto

escalar e X ¢ igual ao co-seno do angulo 6 entre X e e; (veja a figura/A.1).

do
X 0
sen(d | )
7 cos (6 €

Figura A.1: Célculo de ag(k).

Todos os vetores X com pontas no circumferéncia indicada na figura tém
o mesmo angulo # com relacdo a e;. A distancia de qualquer ponto no cir-

cunferéncia ao eixo e; é sen(f) (jd& que o comprimento de X é igual a um, e
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sen(f) = /1 — cos(f)? para 0 < 6 < 7). O elemento de 4rea para todo X com

angulo 0 é portanto 27 sen(6)df. Assim pode-se calcular as(k) pela expressao

(k) [y cos(0)*2m sen(0)do
«Q = )
’ Area da esfera unitdria

A 4rea da esfera unitaria é A3 = 4m. Esse valor é obtido de

Agz/ 27 sen(0)do.
0

O caso geral M-dimensional é similar. Fixando o angulo 6 entre X e e;, o
vetor unitério X fica restrito a uma hiper-esfera M — 1-dimensional com raio
sen(#) (pois a projecdo de X com relacdo a e; foi fixada em cos(d), as outras

M — 1 coordenadas de X devem ter comprimento total sen(f) = /1 — cos(f)2,

para 0 < 6 < ). A expressao para ay(k) é entao

o cos(0)%* Apr—y sen(0)M~2d0
Jo Anr—rsen(9)M=2d0

OKM(]{?) =

em que Ay é a “area” da superficie de uma hiper-esfera M — 1-dimensional

M—-2

de raio 1, Ay _qsen(0) é a area da superficie de uma hiper-esfera M — 1-

dimensional de raio sen(f), e o denominador é a drea da superficie da hiper-esfera
M-dimensional de raio 1 (isto ¢, o denominador é A,;). Note que Apr—1 pode ser

cancelado, entao
o cos(0)%* sen(0)M~2d0

J, sen(0)M-2d0

OéM(k?) =

(A.3)

Pode-se simplificar mais essa expressao integrando o numerador por partes.
Comegando com o caso k = 1, seja u = cos(f) e dv = cos(f) sen(6)~2df. Obtém-

se du = —sen(0)df, v = 1/(M — 1)sen(6)M~1 e, como cos(f)sen(§)M~1|r = 0,

1 ) sen(0)Mdo
M —1 [ sen(0)M-2d6

ay (1) = (A.4)

Para k = 2 e 3 a integracao por partes precisa ser repetida mais uma e duas
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vezes, respectivamente, com o resultado final

B 3 [ sen(9)M+2dp
an(2) = (M +1)(M —1) [ sen(9)M-2d0 (A.5)
0 (3) = 15 o sen(0)M+4d0 (A.6)

(M +3)(M+1)(M —1) foﬂ sen(6)M-24dp°

Agora é necessario calcular foﬂ sen(0)"df para qualquer inteiro n > 1. Esta
integral pode ser calculada diretamente ou com o auxilio de uma tabela, como

[73]. Para o cdlculo, procede-se assim:

Para n par, escreve-se

sen(0)" = <u) =

2j
e"? — pe=20 4 ... _ pe-n)if 4 g—nif

2n(__1)n/2

—1)n/2
= (=1 lcos(ne) —ncos((n—2)80) +---+

2n—1

()|

ny . nl = . -
em que (k) = Hon—mn Integrando a expressao anterior de 0 a 7, o tnico termo

que nao desaparece é o ultimo, resultando

T n 1/ n
/0 sen(0)"dl = on (n/2) 7, n par, (A.7)

em que (Z) = ﬁlk),

Para n impar, escreve-se

/07r sen(0)"df = /07r (sen(6)?) = sen(d)dd =

n—1

= /07r [1—cos(6)?] * sen(d)dd.
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Agora aplica-se a mudanga de varidveis x = cos(f), dr = — sen(6)df, assim

/ sen()"df) = / (1-2?)"7 do =

(A.8)

||
| — |
—
/\\
\/
+
|
=
J
S
3
o
QL
S)
I

= L | I'((n+1)/2)
=2 —1)F( 2 = .
Z( ) (k)2k+1 v I'((n+2)/2)
A dltima expressao foi obtida usando o Maple VI. I'(n) é a funcao gama.

Usando (A.7) e (A.8) obtém-se (4.5) (que vale para todo n.) Como a;(k) =1
para todo k, (4.5) vale para M > 1.
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APENDICE B - PROVA DE QUE
D(N) >0

De (4.7), tem-se (para simplificar a notacdo, a dependéncia das variaveis em

n sera omitida neste apéndice)

X 2
D = D) = 1= p (608 — 15w X 2) 2
x|
o _4 2 X 2 ||
| X|I° )
+ 1542
FMOr+2) (M +4)”

Prova-se agora que D(y) > 0 para todo y > 0. A prova segue os passos abaixo:

1. Primeiro, prova-se que D(0) > 0 vale sempre.

2. Em seguida, encontra-se o minimo Dy, de D(y), e condigbes para que

Dpin < 0.

3. A seguir mostra-se que quando D, < 0, 0 ponto Yy, em que o minimo é

atingido é necessariamente negativo.

4. Conclui-se que, como o coeficiente de y* em D(y) é positivo, D(y) é estri-
tamente crescente para ¥y > Ymin, € portanto (1) e[3) implicam que D(y) > 0

para y > 0 se Dy < 0 (se Dpin > 0, nao ha o que provar).

Demonstra-se agora que [1), 2), 3). Lembrando que para qualquer varidvel

aleatoria  vale que 0 < E(2? — E(xQ))2 = E(2?) — (E(x2))2, tem-se 15 > og, e
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portanto,
1 X1
D0)=1+ 15#22037 — 6u0§— >
1 X1
> 1+ 15u%0; T 60y U

D(0) pode ser reescrito como

1X[1*)* X[
D(0)2(1—3W§ i + 1520 V.

> 0.

> 4 |IX|*

Isto prova[1). Para2), considere primeiramente um polinomio genérico de

segundo grau ¢ + by + ay?, with a > 0. Seu minimo ¢ atingido em

b
ymll’l - 2&7

e o valor minimo é
AL 2 v
c+b—+al—) =c— —.
2a 2a 4a
Aplicando esse resultado a D(y), lembrando que 9§ > o3, e definindo 3 =

pod|| X ||, obtém-se

L 2= 15ua| X
i T X

(M +4),

X1 1 X1
Diin = 14 15p*5 == = 6pog—-

4 — 60uo3] X |2 + 225200 | X ||*

— 3(M +4)

20M (M + 2)
3 M+4
5 M(M +2)
_ 60(2 = 58¢3/03) B(M +2) + (M +4)5(6758 — 180) _
20M (M + 2) =
L, _3_M+4  (T5M+420)5 - (12M+96)ﬁ

C5M(M +2) AM (M + 2)
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Agora demonstra-se'3). Dy, pode ser negativo apenas se (7T5M+420)uc?|| X ||*—

(12M 4+ 96) > 0. Nesta condigao, Ymi, € limitado por

M+4 12M + 96
Ymin < T — 150
10p]| X ||* 75M + 420
_ M+4 2M 440

= — < 0.
10p]| X |4 5M + 28

Isto conclui a demonstracao.
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