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Resumo

A Morfologia Matematica ¢ uma teoria que lida com o processamento e analise de ima-
gens, utilizando operadores baseados em conceitos topoldgicos e geométricos. Tradi-
cionalmente, o usudrio constr6i um operador morfoldégico manualmente, compondo
operadores elementares, baseado em suas experiéncias prévias. Porém, muitas vezes,
esta tarefa ndo ¢ trivial, dificultando o uso pratico da morfologia. Esta tese introduz no-
vas técnicas para construir operadores em geral (isto €, ndo necessariamente binarios)
automaticamente utilizando pares de imagens de entrada e de saida como exemplos de
treinamento. Estas técnicas foram implementadas para imagens binarias, em niveis de
cinza e coloridas e alguns exemplos de aplica¢do juntamente com informagdes de de-
sempenho sdao expostos. Freqiientemente, um operador gerado automaticamente ¢ com-
posto por um nimero muito grande de operadores elementares. Técnicas convencionais
necessitam de muito tempo para aplicar tal operador numa imagem digital. Esta tese
também introduz novos esquemas de representacdo para operadores, que podem ser
armazenados em arvores binarias. O uso de arvores binarias acelera tanto a constru¢ao
como a aplicacdo do operador. Finalmente, a constru¢do automatica do operador ¢ for-
malizada utilizando os modelos de aprendizagem PAC (provavelmente

aproximadamente correta) generalizada e vizinho mais proximo.



Abstract

Mathematical Morphology is a theory concerned with image processing and analysis,
using operators based on topological and geometrical concepts. Traditionally, the user
builds morphological operators manually, composing elementary operators, based on
his previous experiences. But, in many cases, this is not a trivial task, difficulting the
practical use of the morphology. This thesis introduces new techniques to construct
generic (not necessarily binary) operators automatically using pairs of input and output
images as training samples. These techniques were implemented for binary, gray-scale
and color images and some application examples with performance informations are
depicted. Frequently, an automatically generated operator is composed of a great
number of elementary operators. Conventional techniques take too long to apply such
an operator to digital images. This thesis also introduces new representation schemes
for operators, which can be stored in binary trees. The use of binary tree quickens both
construction and application of the operator. Finally, the automatic construction of
operators is formalized using generalized PAC (Probably Approximately Correct) and

nearest neighbor learning models.



1 Introducao

1.1 Situando o Problema e os Objetivos

A computacdo visual, isto ¢, a manipulagdo de imagens por computador assume formas
diferentes numa grande variedade de aplicagdes. Ela trabalha basicamente com dois
tipos de estruturas de dados que podem ser chamados de modelo e imagem. Um modelo
¢ uma representagao abstrata de um objeto, por exemplo, as equacgdes das faces de um
objeto. Uma imagem ¢ uma matriz onde cada elemento representa a intensidade lumino-
sa de um ponto. A computagdo visual pode ser subdividida em quatro grandes areas de
acordo com a estrutura de dados com a qual trabalha: computagdo grafica, modelagem

geométrica, visdo computacional e processamento de imagem.

A computagdo grafica trata do problema de converter o modelo em imagem, isto ¢, a
geracao da imagem a partir de informacgao nao pictorica. A modelagem geométrica lida
com constru¢do de modelos, sem a preocupacdo de gerar a imagem correspondente. O
objetivo da visdo computacional ou analise de imagem, ¢ converter uma imagem em

modelo correspondente.

Por fim, o processamento de imagem lida com problemas onde tanto a entrada como a
saida sdo imagens. Exemplos classicos de processamento de imagem sdo a remogao de
ruido, compactagdo de imagem, ajuste de brilho e contraste e enfatizagdo de borda.
Também sdo conhecidos o processo denominado meio-tom, que permite imprimir fotos

em niveis de cinza numa impressora que sé possui saida binaria (branco ou preto), € o
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algoritmo de escolha de mapa de cores, que permite mostrar uma imagem com 16 mi-

lhdes de cores num monitor com, por exemplo, 256 cores.

As areas de que trataremos nesta tese sdo o processamento ¢ a andlise de imagem
([Pratt, 1978], [Pavlidis, 1982], [Gonzalez and Woods, 1992] e [Dougherty and Astola,
1994]). Estas areas vém sendo abordadas por um conjunto de técnicas de naturezas di-
versas, que podemos classificar em processamento linear, ndo-linear e “técnicas diver-

sas” (aquelas ndo se encaixam nas duas categorias anteriores).

Historicamente, muitos métodos bidimensionais de processamento de imagem evolui-
ram a partir dos métodos unidimensionais de processamento de sinal, onde a técnica
utilizada ¢ principalmente linear. Muitos fenomenos fisicos, como som, corrente elétrica
alternada, onda eletromagnética, t€m uma natureza que torna natural a sua andlise pela
transformada de Fourier e o conseqiiente uso de filtros lineares. Assim, em muitos casos
ndo ha necessidade de considerar métodos ndo-lineares e o moderno processamento
digital de sinais desenvolveu-se baseado nessa suposicao. Com imagens, a questdo ¢
completamente diferente. Uma imagem nao pode ser modelada naturalmente como uma
somatoria de senoides bidimensionais. Mesmo assim, a filtragem linear pode ser utili-
zada em algumas aplicacdes de imagem, permitindo por exemplo tornar uma imagem
mais nitida ou, no processo inverso, suavizar a imagem. Utilizando métodos lineares
também pode-se ampliar ou reduzir imagens para qualquer escala ou mesmo detectar

seus gradientes.

Apesar de que, do ponto de vista semantico, qualquer processamento de imagem possa
ser chamado de ndo-linear, historicamente, a terminologia ¢ associada a algumas
técnicas especificas. Segundo [Dougherty and Astola, 1994], a filtragem ndo-linear
desenvolveu-se seguindo trés linhas independentes. Estes filtros t€ém sido baseados em
estruturas geométricas (operadores morfoldgicos), ordenacao numérica (filtros do tipo
mediana) e logica (filtros de “pilha”). Além dos processamentos linear e nao-linear, ha
uma série de técnicas ja consagradas que ndo se enquadram em nenhuma das duas

categorias anteriores. O livro [Pavlidis, 1982] apresenta uma série delas: equalizacao de
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histograma, segmentagdo pelo crescimento de semente, projecdo, reconstru¢do a partir

das projeg¢oes, preenchimento de contorno, algoritmo de afinamento, etc.

A morfologia matematica ¢ uma das sub-areas do processamento nao-linear de imagem.
Por volta do ano de 1964, na Ecole National Supérieure des Mines de Paris, Matheron e
Serra decidiram experimentar uma abordagem original para anélise e processamento de
imagem: extrair informacdo de uma imagem a partir de transformagdes de formas, reali-
zadas através de dois operadores ou filtros elementares, que eles denominaram dilata¢ao
e erosdo. As bases teoricas foram apresentadas nos livros [Matheron, 1975] e [Serra,

1982].

A morfologia para imagens binarias foi formalizada pelos proprios Matheron e Serra
nos primeiros anos de pesquisa. Posteriormente, as idéias estabelecidas para operadores
sobre subconjuntos (imagens bindrias) foram estendidas para operadores sobre funcdes
(imagens em niveis de cinza) nos trabalhos [Serra, 1982] e [Sternberg, 1986]. A partir
da década de oitenta, Matheron e Serra perceberam que os resultados obtidos para con-
juntos e fung¢des tinham essencialmente um fator comum: dependiam de uma relagao de
ordem, a inclusdo, no caso de subconjuntos, ou a relacdo herdada da ordem dos seus
contradominios, no caso das fungdes. Este fator motivou a generaliza¢do da teoria para
o dominio dos reticulados completos: conjuntos equipados com uma relagao de ordem
parcial e tais que qualquer subconjunto possui um supremo e um infimo ([Serra, 1988],

[Heijmans and Ronse, 1990] e [Ronse and Heijmans, 1990]).

Um problema pratico da morfologia matematica ¢ a dificuldade para projetar um opera-
dor. Para superar esta dificuldade, algumas ferramentas foram propostas. Estas ferra-
mentas traduzem o conhecimento do usuario, expresso num alto nivel de abstracdo, nu-
ma seqliéncia de operagdes morfoldgicas que executa a tarefa desejada. Neste sentido,
os trabalhos [Schmitt, 1989a] e [Schmitt, 1989b] propdem utilizar as técnicas de inteli-
géncia artificial e o trabalho [Kim et al., 1997] propde o uso de sistema especialista ne-

bulosa.
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Outros trabalhos ([Dougherty, 1992a], [Dougherty, 1992b], [Loce, 1993], [Barrera et
al., 1995], [Tomita, 1996] e [Harvey and Marshall, 1996]) expressam o conhecimento
do usuario através de exemplos da tarefa a ser executada. Nesses trabalhos, o usuario
deve obter algumas imagens de entrada tipicas da aplicagdo juntamente com as imagens
de saida correspondentes. Estas imagens alimentam um sistema que constroi automati-
camente o operador desejado. Por exemplo, suponha que queremos obter um operador
morfoldgico que elimina ruido com uma determinada distribui¢ao estatistica desconhe-
cida. Entao primeiro devemos obter uma série de imagens com ruido, juntamente com
as imagens limpas correspondentes. A partir destas imagens, um algoritmo de aprendi-
zagem gera automaticamente o operador que elimina o ruido. Os trabalhos [Dougherty,
1992a], [Dougherty, 1992b] e [Loce, 1993] descrevem técnicas para projetar um opera-
dor que minimiza o erro médio (quadratico ou absoluto) das imagens exemplos. Os tra-
balhos [Barrera et al., 1995] e [Tomita, 1996] descrevem um algoritmo para projetar
automaticamente operadores binarios. O artigo [Harvey and Marshall, 1996] utiliza um
algoritmo genético no projeto de operador a partir das imagens-exemplos. Nesta tese,
propomos novas técnicas de projeto automatico de operadores. Uma parte do trabalho

presente esta publicada em [Kim, 1997].

Este projeto automatico de operador estd formalizado nesta tese como uma aprendiza-
gem computacional. De acordo com [Anthony and Biggs, 1992], a teoria de aprendiza-
gem computacional ¢ uma das primeiras tentativas de se construir um modelo matema-
tico do processo cognitivo. Esta pode ser descrita como uma teoria macro, pois fornece
o embasamento tedrico para estudar uma grande variedade de processos algoritmicos
tais como treinamento de redes neurais ou algoritmos genéticos. Esta teoria ¢ relativa-
mente recente e ¢ util na formalizagdo dos processos de aprendizagem porque captura a
esséncia desses processos, que antes eram formulados em termos somente vagos, e

permite demonstrar algumas proposigdes matematicas nao-triviais.

As bases da teoria de aprendizagem computacional PAC (provavelmente aproximada-
mente correta) deve ser creditada ao trabalho [Valiant, 1984]. Valiant fornece também

uma defini¢do informal para aprendizagem: “Diz-se que um programa de computador
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para efetuar uma tarefa foi adquirido pela aprendizagem se foi adquirido por qualquer
meio exceto pela programacgao explicita.” Os trabalhos [Barrera et al., 1995] e [Tomita,
1996] utilizam este modelo para formalizar a aprendizagem de operadores morfoldgicos
binarios. O modelo de aprendizagem PAC foi generalizado de forma abrangente no tra-
balho [Haussler, 1992] e ¢ o modelo que sera utilizado neste trabalho para descrever a
aprendizagem de operadores morfologicos ndo necessariamente bindrios. O modelo de
aprendizagem vizinho mais proximo ([Cover and Hart, 1967]) ¢ anterior aos modelos de
Valiant e Haussler e este modelo pode ser encarado como um caso particular do modelo
de Haussler. Porém, a idéia central do modelo vizinho mais préximo, qual seja, a de
aproximar uma instancia desconhecida por um vizinho mais proximo, inexiste no mode-

lo de Haussler. Utilizaremos esta idéia no projeto dos operadores.

Os algoritmos de busca do vizinho mais proximo tém aplicagdo em diversas areas, des-
de banco de dados até reconhecimento de voz. A area em que este problema ¢ estudado
teoricamente ¢ a geometria computacional. Existem varios algoritmos conhecidos para
buscar rapidamente o vizinho mais proximo num espaco de dimensdo alta, entre eles
[Bentley, 1975], [Friedman et al., 1977], [Sproull, 1991] e [Djouadi and Bouktache,
1997]. Também ¢ possivel utilizar o diagrama de Voronoi ([Preparata and Shamos,
1985]), apesar de uma implementagdo pratica desta técnica para uma dimensao arbitra-
ria ser extremamente complicada. Nesta tese, utilizaremos o algoritmo conhecido como
kd-arvore, descrito em [Friedman et al., 1977]. Descrevemos também uma alteragao no
algoritmo de Friedman que o torna mais rapido, em detrimento da qualidade, obtendo
um operador um pouco “pior” do que o algoritmo original, mas consideravelmente mais

veloz.

Existem muitos estudos para acelerar os algoritmos de morfologia matematica. A tese
[Vincent, 1990] e os artigos [Bleau et al., 1992a], [Bleau et al., 1992b] e [Jones and
Svalbe, 1994a] apresentam estas técnicas. Em particular, o ultimo artigo utiliza uma
“look-up table” para acelerar a aplicacdo de operador morfologico binario. A busca do
vizinho mais préximo e o uso da kd-arvore pode ser considerada uma alternativa para

acelerar o processamento de imagens ndo necessariamente binarias.
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Resumindo, esta tese tem como tripé de apoio trés areas distintas: morfologia matemati-

ca, aprendizagem computacional e os algoritmos de busca do vizinho mais préximo.

1.2 Contribuicoes desta Tese

Este trabalho pode ser considerado como “multidisciplinar”. Podemos citar como a
principal contribui¢do desta tese a integracdo da morfologia matematica, aprendizagem
computacional e os algoritmos de busca do vizinho mais proximo visando resolver um
problema concreto de processamento de imagem: projetar um filtro digital automatica-

mente, utilizando imagens amostras.

Com isso chegamos a novas técnicas, computacionalmente mais eficientes que os algo-
ritmos anteriormente conhecidos, para solucionar este problema. Esta melhora de de-
sempenho pode ser observada (na andlise de complexidade e na pratica) tanto no projeto
do operador como na aplicagdo do mesmo. Para isso, utilizamos duas estruturas de da-

dos baseadas em arvore binaria: kd-arvore e arvore de cortes.

Outra contribuicdo é que a construcao de operador pela aprendizagem computacional
foi estendida, com base nas técnicas conhecidas que processam exclusivamente imagens
binarias e em niveis de cinza, para reticulado completo. Esta tese utiliza como base ted-
rica a morfologia matematica para reticulados completos, o que torna os algoritmos des-
critos nesta tese aplicaveis para praticamente todos os tipos de imagens: bindrias, em

niveis de cinza, coloridas, multi-espectrais, animagdes, tridimensionais, etc.

Propomos uma nova forma de representar operador morfoldgico que denominamos re-
presentacdo por intervalos. Demonstramos que o esquema proposto ¢ um caso especial
da representacdo pelo supremo de sup-geradores, descrita em [Banon and Barrera,
1993]. Também mostramos que, no caso bindrio, os operadores elementares utilizados

no novo esquema sao exatamente equivalentes a erosdo e dilatacao tradicionais. Mos-
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tramos que nos casos de utilidade pratica uma representagdo por intervalos pode ser

armazenada numa arvore bindria para acelerar o processamento computacional.

Os trabalhos [Barrera et al., 1995] e [Tomita, 1996] utilizam o modelo PAC classico
(modelo de Valiant) para formalizar a aprendizagem computacional. Isso restringe o
campo de trabalho a operadores binarios apenas e nao permite lidar com amostras que
possuam conflitos (veja capitulo 3). Nesta tese, utilizamos o modelo PAC generalizado
de Haussler. O modelo de Haussler d4 uma sustentagdo teorica solida que permite for-
malizar a aprendizagem de operadores nao-binarios assim como lidar com conflitos.
Introduzimos a fun¢@o minimizadora de penalidade o que permitiu estender o conceito
de consisténcia do modelo de aprendizagem de Valiant para o de Haussler, utilizado

para mostrar a convergéncia do processo de aprendizagem.

1.3 Organizacao do Trabalho

Esta tese est4 dividida em sete capitulos:

1. Introduciio: Apresenta o problema a ser estudado, ressalta as contribui¢des e des-

creve o esqueleto do trabalho.

2. Morfologia Matematica: Este capitulo expde a teoria da morfologia matematica
para reticulado. Apresenta brevemente a teoria dos reticulados e define as classes de
operadores e as relagdes entre elas. Expde os esquemas conhecidos para representar
operadores e propde a representacdo por intervalos. Define a imagem digital, o ope-
rador restrito a janela e o operador invariante por translagdo. Demonstra que, no caso
binario, os operadores elementares utilizados na representagdo por intervalos sio e-

xatamente a erosao e a dilatagao tradicionais.

3. Aprendizagem Computacional: Apos a introdugdo, apresenta o modelo de aprendi-
zagem de Haussler e analisa as relagdes entre o problema de aprendizagem e de oti-
mizacdo. Define a fun¢do minimizadora de penalidade, o conceito de consisténcia e o

algoritmo de aprendizagem consistente.
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4. Aprendizagem de Operador: O capitulo comeca com um exemplo de aplicagdo do
projeto automatico do operador pela aprendizagem. Depois, define formalmente o
problema de aprendizagem de operador. Descreve os algoritmos de aprendizagem
que podem ser utilizados para resolver o problema. Por fim, discute a escolha conve-

niente da janela.

5. Vizinho Mais Proximo: Apresenta o modelo de aprendizagem vizinho mais proxi-
mo como um caso especial do modelo de Haussler. Distingue algoritmo de vizinho
mais proximo consistente do ndo-consistente e demonstra que somente o primeiro €
PAC. Define a distribui¢do suave e argumenta por que o vizinho mais préximo ¢ in-
teressante no projeto automatico do operador. Utiliza a kd-arvore como algoritmo de

busca do vizinho mais préximo.

6. Aplicacdes: Mostra algumas aplicagdes das técnicas estudadas e descreve certos

detalhes de implementacao dos algoritmos.

7. Conclusao: Resume os resultados obtidos.

Ap0s os capitulos regulares do texto, apresentamos cinco anexos:

A. Morfologia Matematica Binaria: Descreve brevemente a teoria original da morfo-
logia matematica bindria e mostra um exemplo. Este anexo pode ser de interesse para

leitores ndo familiarizados com a morfologia matematica.

B. Aprendizagem PAC Classica: Apresenta a aprendizagem PAC original. Este anexo
destina-se a facilitar a compreensdo dos leitores pouco familiarizados com a aprendi-

zagem computacional.

C. Aprendizagem Computacional e Humana: Compara o processo de aprendizagem
humana com os modelos de aprendizagem computacional. Para descrever o processo

de aprendizagem humana, utilizamos a filosofia classica.

D. Teoria da Estimacio e Aprendizagem de Operador: O problema de aprendizagem

de operador € colocado no contexto da teoria da estimacao.
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E. KD-Arvore: Apresenta a busca do vizinho mais proximo utilizando a estrutura kd-
arvore numa linguagem algoritmica. Colocamos esta descricdo num anexo para que
os leitores tenham a liberdade de 1é-la ou ndo, pois este algoritmo ¢ bastante intrin-

cado e a sua compreensao nao ¢ essencial para a compreensao do resto do trabalho.



2 Morfologia Matematica

2.1 Introducao

A morfologia matematica ¢ uma das sub-areas do processamento ndo-linear de imagens
digitais. Assim como o projeto de um filtro linear estd baseado na analise dos compo-
nentes espectrais do sinal, o projeto de um operador morfoldgico (filtro digital utilizado
em morfologia matematica) esta baseado no estudo das estruturas geométricas da ima-
gem. Um operador morfoldgico esta relacionado com a teoria da geometria integral
[Matheron, 1975] e as estruturas geométricas de uma imagem podem ser analisadas

selecionando um operador que ¢ capaz de interagir de modo apropriado com elas.

A teoria original da morfologia matematica foi desenvolvida para imagens binarias e
apresentada nos livros [Matheron, 1975] e [Serra, 1982]. Um breve resumo da morfolo-
gia binaria ¢ apresentado no anexo A. Nesta teoria, uma imagem bindria ¢ formalizada
como um subconjunto de um grupo abeliano e os operadores elementares utilizados
para processar imagens sao a erosao ¢ a dilatacdo. Os filtros digitais mais complexos
sdo descritos utilizando estes dois operadores, juntamente com os operadores comple-
mento, unido e intersec¢do de conjuntos. Fazendo a composicao desses operadores ele-
mentares, obtemos operadores mais elaborados, como a abertura, o fechamento, “hit-or-
miss”, etc. Fazendo composi¢des ainda maiores, conseguimos obter operadores para
calcular esqueleto, separar componentes por tamanho ou pela forma, eliminar ruidos,

detectar linhas de fratura, fazer segmentagao, etc.
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A morfologia binaria foi estendida para niveis de cinza no livro [Serra, 1982] e no arti-
go [Sternberg, 1986]. Os artigos [Haralick et al., 1987], [Heijmans, 1991], [Dougherty
and Sinha, 1995a], [Dougherty and Sinha, 1995b] assim como o livro [Dougherty and
Astola, 1994] também trazem a teoria de morfologia em niveis de cinza. Algumas apli-
cacdes de morfologia no processamento de imagens em niveis de cinza encontram-se
em [Song and Delp, 1990], [Li and Chen, 1991], [Boomgaard and Smeulders, 1994],
[Breen and Jones, 1996]. Alguns algoritmos computacionais para acelerar os algoritmos
de morfologia em niveis de cinza encontram-se em [Bleau et al., 1992a] e [Bleau et al.,

1992b].

Depois, para formalizar a morfologia para imagens digitais ndo necessariamente bina-
rias, foi utilizada a teoria do reticulado completo. A teoria dos reticulados encontra-se
em muitos livros de algebra, como [Birkhoff and Bartee, 1970] e [MacLane and Bir-
khoff, 1967] ou nos livros recentes de morfologia matematica como [Heijmans, 1994].
O desenvolvimento detalhado da morfologia para reticulados encontra-se em [Serra,
1988], [Heijmans and Ronse, 1990], [Ronse and Heijmans, 1990], [Serra and Vincent,
1992] e [Heijmans, 1994]. Algumas aplicagdes de morfologia em reticulado encontram-
se em [Overturf et al., 1995] e [Ronse, 1996]. Neste capitulo, apresentamos a morfolo-

gia para reticulados.

2.2 Reticulado Completo

Somente os reticulados finitos serdo objeto do nosso estudo, pois numa aplicagdo real
do processamento de imagem, todos os conjuntos envolvidos s@o finitos. Esta suposi¢ao

simplifica muitos resultados.

Defini¢ido (poset): Dado um conjunto nio vazio £, uma rela¢do binaria < em £'é cha-

mada uma ordem parcial se as seguintes propriedades sdo satisfeitas para todo x, y, z €
A

1) x <x; (reflexividade)
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2) x<yey<ximplicax=y; (anti-simetria)
3)x<yey<zimplicax <z (transitividade)
Um conjunto £ com a ordem parcial < é chamado de conjunto parcialmente ordenado,
ou poset (do inglés “partially ordered set”), e é denotado por (£, <). Quando ndo ha

perigo de confusdo, escrevemos simplesmente £

Notagio: Dados x, y € £, adotaremos a seguinte notagao:

e Denotamos x <y quandox <y ex # y.
e Denotamos x > y quando y < x.

e Denotamos x >y quando y <x ex #y.

Diagrama de Hasse: Um poset £'pode ser representado graficamente como segue: Se 4

< B, e ndo existe nenhum elemento X € £'com 4 < X < B, entdo colocamos B acima de

A, e tragamos uma linha conectando os dois elementos. O diagrama resultante ¢ chama-
do diagrama de Hasse. Alguns exemplos de posets representados como diagrama de

Hasse estao na 3.

Figura 2.1: Diagrama de Hasse, utilizado para representar um poset.

Defini¢do (cadeia): Dizemos que um poset (£, <) é totalmente ordenado se x < y ou

v <x, para todo x, y € £ Um poset totalmente ordenado ¢ também chamado de cadeia.
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Uma cadeia (£, <) ¢ limitada se o conjunto £'¢ finito. Habitualmente, utilizaremos a

letra K para denotar uma cadeia limitada.

O diagrama da 3.a representa uma cadeia.

Principio da dualidade: Se < é uma ordem parcial em L, entdo a relagdo binaria > tam-
bém define uma ordem parcial, chamada ordem parcial dual. Se (£, <) é um poset,
entdo (£, >) é também um poset, chamado poset dual. Para toda definigdo, propriedade,

proposi¢do em (4, <), existe uma correspondente dual em (£ >).

Defini¢io (minimo e maximo): Dado um poset £ e um subconjunto ‘M < L, um ele-
mento a € M é chamado de minimo de M se a < x, para todo x € M. Da mesma for-

ma, b € M ¢ mdximo de M se b > x, para todo x € M.

Defini¢do (limitante): Dado um poset £ ¢ um subconjunto M < L, um elemento a € £
¢ chamado de limitante inferior de M se a < x, para todo x € A Da mesma forma

b € £ ¢ limitante superior de M se b > x, para todo x € M.

Defini¢do (infimo e supremo): Dado um poset £ ¢ um subconjunto A< £, se o con-
junto de limitantes inferiores de 7 possui um maximo, este ¢ chamado de infimo ¢ de-
notado como AM. Da mesma forma, se o conjunto de limitantes superiores de A7 pos-
sui um minimo, este ¢ chamado de supremo e denotado como vM. O infimo de um

conjunto de dois elementos {a, b} ¢ denotado como a A b e o supremo como a Vv b.

Defini¢io (reticulado): Um poset £'é chamado de reticulado se todo subconjunto fini-
to de £’possui um infimo ¢ um supremo. Um poset £'¢ chamado de reticulado completo

se todo subconjunto de £possui um infimo € um supremo.



Capitulo 2: Morfologia Matematica 14

Por exemplo, a 3.b mostra um poset que nao ¢ reticulado. Como neste trabalho, tratare-

mos somente dos conjuntos finitos, todo reticulado sera completo.

Notagdo (0 e 1): Pelas defini¢des acima pode-se ver que todo reticulado completo £

deve possuir um elemento minimo e um elemento maximo. Denotaremos estes elemen-

tos respectivamente por 0 e 1.

Defini¢io (intervalo): Seja £ um poset. Dados a, b € £, a <b, denotaremos o intervalo
fechado de L com extremidades a e b por

[a,b]={xe L:a<x<b}

Como o conjunto de numeros reais R e o conjunto de nimeros inteiros Z também sdo

posets podemos utilizar esta notagdo de intervalo nesses conjuntos. Porém, para distin-
guir um intervalo de reais do intervalo de inteiros, denotaremos o primeiro como [a, b] e

o segundo como [a...b].

Defini¢io (isomorfismo de reticulados): Sejam Le A/ dois reticulados. O mapeamen-
to v : £ — Mé chamado de isomorfismo de reticulados sse y é uma bijegdo e se y e

-1 . ,
y ~ preservam a ordem, isto ¢, para todo x, y € £,

x<y sse y(x)<y(y)

Proposi¢cio 2.1 (cadeias limitadas): Toda cadeia limitada (A <) é isomorfa ao
intervalo [0...£1] c Z, onde #=|X].
Prova: Basta associar o menor elemento de K ao nimero 0, o segundo menor elemento

ao numero 1, assim por diante, e associar o maior elemento de K ao numero inteiro k-1.

Esta associagdo ¢ evidentemente bijetora e preserva a ordem. u

A definicdo do que seja exatamente um operador morfologico costuma variar de um

autor para outro. A mais aceita parece ser aquela do trabalho [Heijmans e Ronse, 1990]
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que apresentamos abaixo. Esta definicdo ¢ também a mais ampla e abrange as outras

definigdes:

Defini¢ao (operador): Um operador morfologico y (ou abreviadamente operador) ¢

uma fungio entre dois reticulados. Denotamos y : £X — £¥ ou y (L))" .

Exemplo (reticulado das partes): Dado um conjunto finito £, o conjunto das suas par-
tes, denotado por P(E), ¢ um reticulado completo com a ordem parcial dada pela opera-

¢do de inclusdo. O infimo ¢ dado pela interse¢do de conjuntos, € o supremo pela unido.

O elemento minimo € o conjunto vazio e o elemento maximo ¢ E.

Exemplo (reticulado das fun¢des): Dado um reticulado completo 4/ ¢ um conjunto
arbitrario ndo vazio E, definimos o reticulado das fung¢oes £ = M (também denotado
por £'=E — M) como o espago de todas fungdes de E a M. A relagdo < dada por “F

< G sse F(x) < G(x) para todo xe E” define uma ordem parcial em £

Exemplo (produto de reticulados): Dados d reticulados completos:
(L1, <), (L259), o, (Lay Za),
definimos
L=LxLox...x Ly,
isto é, £L'contém todas as d-uplas (x;,x2, ..., xg) onde x; € £, k=1,2, ..., d. Também
definimos a relagdo < em Latravés de:
x1,%2, o0, X2) < V15 ¥2,5 s Va), 8S€ Xx < yx paratodok=1,2, ..., d.
(£ <) assim definido ¢ um reticulado completo ¢ o chamamos de produto dos reticula-

dos.

Exemplo (produto de cadeias): Um reticulado muito utilizado no processamento de
imagem ¢ o produto de cadeias finitas, pois, praticamente todos os tipos de imagens

utilizados na pratica podem ser formalizados como um produto de cadeias. Um produto
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de cadeias F ¢, portanto: #'= K] x K; x ... x Ky, onde cada K; ¢ uma cadeia finita ¢

F herda a relagdo de ordem parcial das suas cadeias componentes, conforme definido

no exemplo produto de reticulados acima.

As relacdes de ordem parcial definidas nos exemplos acima serdo utilizadas daqui em

diante neste trabalho, salvo menc¢ao em contrario.

2.3 Classes de Operadores
Resumimos nesta secdo as diversas classes de operadores morfologicos. Transcrevemos

abaixo as definicdes das classes de operadores dos trabalhos [Heijmans and Ronse,

1990] e [Banon and Barrera, 1993].

2.3.1 Definicoes de Classes de Operadores
Nas defini¢des abaixo, considere L™ ¢ £ dois reticulados arbitrarios.

Definicio (crescente): Um operador y: LY — LY é crescente (ou isotonico) sse para

todoxe x' € LY, x< x' = yx)<wy(x").

Definicao (decrescente): Um operador y: LY — LY é decrescente (ou antitonico) sse

paratodoxe x' € L¥, x' <x= y(x) < y(x").
Para as defini¢des restantes, utilizaremos a seguinte notacao:
Notacio: Seja y: L' — LY ¢ X< L% Denotaremos y(X) = { y(x) : x € X }.

Defini¢iao: Um operador y: LY — LY € erosdo sse VX L, y(AX) = Ay(X).
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Defini¢iio: Um operador y: L* — LY ¢ dilatagdo sse VX < L¥, y(vX) = vy (X).

Defini¢iio: Um operador y: L% — LY ¢ anti-erosao sse VX < L%, y(AX) = vy(X).

Defini¢iio: Um operador y: L% — LY ¢ anti-dilata¢do sse VX < L7, y(vX) = Ay(X).

Defini¢iio: Um operador y: L% — LY ¢ sup-gerador sse VX < L¥, X # &, temos
Y(AX) A y(vX) = Ay(X).

O conjunto de todos os sup-geradores costuma ser denotado pela letra grega A.

Definiciao: Um operador y: LY — LY é inf-gerador sse VX ¢ L, X # &, temos
Y(VX) A y(AX) = vy(X).

2.3.2 Relacoes entre as Classes de Operadores

Proposicao 2.2: Erosoes e dilatagdes sdo crescentes.

Prova: Veja lema 2.1 de [Heijmans and Ronse, 1990].

Utilizando a dualidade, podemos concluir que anti-erosdo e anti-dilatagdo sdo decres-

centes.

Proposi¢ao 2.3: Erosdes e anti-dilatagdes sdo sup-geradores.

Prova: Veja pg. 307 do [Banon and Barrera, 1993].

Utilizando o principio da dualidade, concluimos que dilatagdes e anti-erosdes sao inf-

geradores.
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Proposicio 2.4: Seja y: L* — LY um operador sup-gerador, crescente e y(1) = 1. Entéo

y € uma erosao.

Prova: Veja pg. 307 do [Banon and Barrera, 1993].

Da mesma forma, se y: L£* — LY é um operador:
e inf-gerador, crescente e y(0) = 0 entdo y ¢ uma dilatagao;
e inf-gerador, decrescente e y(1) = 0 entdo y € uma anti-erosao;

e sup-gerador, decrescente e y(0) = 1 entdo y ¢ uma anti-dilatacao.

Colocando num diagrama as proposic¢oes discutidas acima, obtemos a 7.

Crescentes
Inf-geradores
Sup-geradores /7

Erosoes Dilatagdes
(crescentes, (crescentes,
sup-geradores inf-geradores
e y(1)=1) e y(0)=0)
Anti-erosoes Decrescentes
(decrescentes,
sup-geradores Anti-dilatages
e y(1)=0) (decrescentes,

inf-geradores

e y(0)=1)

Figura 2.2: Relagdes entre classes de operadores.

Proposicao 2.5: Todo sup-gerador pode ser escrito como o infimo de uma erosdo e uma
anti-dilatacao.

Prova: Proposicao 5.5 de [Banon and Barrera, 1993].
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Pelo principio da dualidade, concluimos que todo inf-gerador pode ser escrito como o

supremo de uma dilatagdo e uma anti-erosao.

2.4 Imagem Digital e W-Operador

2.4.1 Imagem Digital

O objeto do nosso estudo sdo as imagens digitais e as transformagdes definidas sobre
elas. A imagem bindria estd definida no anexo A. Um espago das imagens digitais (ndo

necessariamente bindria) pode ser encarado como um reticulado particular:

Definiciio (imagem digital): Considere um grupo abeliano E (veja a defini¢do no anexo

A) possivelmente infinito, e um reticulado £. Uma imagem digital (ou abreviadamente
imagem) ¢ uma fung¢do £ — L ¢ o espago das imagens digitais ¢ o conjunto de todas as

fungdes E — L.

Observe que, apesar de E poder ser infinito, na pratica uma imagem digital ¢ sempre

finita. Pois dada uma imagem digital 4, na pratica sempre existe um subconjunto finito

de E denominado suporte de 4 e denotado S(4), onde a imagem realmente esta definida.

Fora de S(4), a imagem A possui uma cor de fundo y(4), isto é, A(x) =y(4) se x ¢ S(A).

Naturalmente, um operador W entre dois espagos de imagens digitais £ — L e E — LY
deve ser definido como uma fungéo entre os dois espagos, isto &, ¥: (L%)* — (L*)*. Uti-

lizaremos letras gregas maiusculas para denotar um operador para diferencid-lo da fun-

¢do caracteristica de um W-operador que definiremos na proéxima subsecao.

Cada elemento do conjunto S(4) representa um pixel da imagem. O conjunto S(A)

normalmente ¢ um intervalo fechado de Z¢, ¢ a imagem é conhecida como sinal
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unidimensional se d = 1, imagem bidimensional se d = 2, imagem tridimensional se d =
3, etc. Cada elemento de L representa uma cor. Na maioria das imagens digitais, L é

um produto de cadeias limitadas e chamamos cada cadeia de banda. Portanto, a

quantidade de bandas de uma imagem ¢ a quantidade de cadeias do reticulado e sera

denotada por Z A quantidade de elementos de uma banda é o numero de niveis de

intensidade daquela banda. A quantidade de elementos de S(4) é conhecida como

tamanho da imagem.

Observe que um espago de imagens digitais £ — L é um reticulado das fungdes e herda

a ordem parcial do reticulado L (veja a se¢do 2.2). A seguir, descrevemos alguns tipos

de imagens digitais:

Exemplo (sinal digital): Um sinal digital A é uma fungdo 4: Z — [0... #1]. Observe
que, na pratica, um sinal digital s6 esta definido num intervalo finito S(4) < Z, pois é

computacionalmente impossivel armazenar um sinal infinito.

Exemplo (imagem binaria): Como foi definido no anexo A, uma imagem bindria A ¢é
uma funcio A4: 7> — {0,1}. Observe que o espago Z> — {0,1} & isomorfo ao espaco

das partes P(Z?).

Exemplo (imagem em niveis de cinza): Uma imagem em niveis de cinza A ¢ uma fun-

¢do A: 7* — A onde K é uma cadeia limitada. Como toda cadeia limitada com £ele-
mentos é isomorfa ao intervalo [0...41] < Z, podemos imaginar uma imagem em ni-

veis de cinza como uma funcdo 4: 7> — [0...#-1]. #éa quantidade de niveis de cinza.

Exemplo (imagem colorida): Uma imagem colorida A é uma fungio 4: 7Z* — K] x

A; x K;, onde Aj, A; e A sdo trés cadeias limitadas que representam as bandas
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vermelha, verde e azul. Normalmente, |Aj| = | A3| = | A3| = #e dizemos que a imagem

colorida tem £niveis de intensidade em cada uma das trés bandas.

Exemplo (imagem colorida tridimensional): Uma imagem colorida tridimensional A

¢ uma fungdo A4: 7° - K x K x K.

Exemplo (animacgéo colorida): Uma animacgdo colorida bidimensional A ¢ uma fungao

A: 7% - K x K x K. As trés dimensdes do dominio Z° sdo linha, coluna e tempo.

Exemplo (animacao multi-espectral): Uma imagem multi-espectral ou multibanda A é

uma fungao 4: 7% - Kix Ko x...x K, onde Héa quantidade de bandas da imagem.
Va

2.4.2 t-Operador e W-Operador

Definicio (translacio): Dada uma imagem digital 4e(£)" e um ponto p € E, denota-se

por 4, a translagdo de A por p, onde 4,(x) = A(x-p).

Defini¢io (t-operador): Um operador W:(LY)* — (L) ¢ invariante por translagdo ou

r-operador sse, para todo Ae(LY" e peE, ¥Y(4,) = (Y(4)),.

Por exemplo, um operador que detecta as letras ‘a’, pintando-as de vermelho é um t-

operador. Por outro lado, o operador que rotaciona uma imagem nao ¢ t-operador.

Um operador morfoldgico utilizado num problema de processamento de imagem ¢ for-
mado normalmente por muitos operadores restritos a janela (abreviado neste trabalho
como W-operadores, do inglés windowed operators). Por sua vez, cada W-operador ¢
normalmente composto por muitos operadores elementares como erosdo, sup-gerador
ou int-primitivo. O objetivo deste trabalho ¢ o projeto automatico de W-operadores a-

penas. Um W-operador ¢ caracterizado por uma janela e por uma fungao caracteristica:
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Definicio (W-operador): Sejam L* e L dois reticulados, um grupo abeliano E e uma
seqiiéncia W = (Wy, W, ..., W,,) chamada janela, onde W; € E. Um operador ¥:(L¥)* —
(LYE ¢ restrito a janela W (ou W-operador) se existe y:(L*)" — L£¥ denominada fun-
¢do caracteristica que satisfaz:

(A p) = (AW, + p), AW, + p),..., AW, + p)), YAe(L)", VpeE

Por exemplo, os operadores que podem ser computados utilizando uma vizinhanga do
pixel sdo W-operadores. Como dissemos acima, o objetivo deste trabalho é o projeto de
W-operadores apenas. Mas isso ndo restringe a generalidade da abordagem, pois todo
operador composto por um nimero finito de W-operadores pode ser considerado um W-
operador numa janela maior. Abaixo, mostramos a relacdo entre W-operador e t-

operador.

Proposicao 2.6: Todo W-operador ¢ t-operador.

Prova: Seja ¥:(LY)" — (L) um operador restrito a uma janela W = (W, W, ..., W,,).
Entdo, existe uma fungdo caracteristica y:(L")"” — L. Considere dada uma imagem
Ae(LYF e um ponto p € E. Entdo, para todo x € E,

W(A,)(X) = WA, 430, A, OF, +)) =
=y(AW, +x—p),..., AW, +x—p)) =
=¥Y(A)(x-p)=
=(¥(4)),(x)

Logo, ¥ ¢ t-operador. [ |

2.5 Representacao de Operador

Nesta se¢do apresentamos alguns esquemas descritos na literatura para representar ope-

radores. Alguns autores chamam este mesmo assunto de decomposi¢cao do operador.



Capitulo 2: Morfologia Matematica 23

Matheron afirma em [Matheron, 1975] que qualquer operador bindrio crescente e inva-
riante por translagdo (anexo A) pode ser representado como uma unido de erosodes. De-
pois, os trabalhos [Serra, 1988] e [Heijmans and Ronse, 1990] estenderam este resultado
para reticulados completos. O trabalho [Banon and Barrera, 1991] generaliza o trabalho
original de Matheron, descrevendo uma representacdo que permite descrever qualquer
operador bindrio, mesmo aqueles nao crescentes. O trabalho [Banon e Barrera, 1993]

apresenta uma generalizag¢ao do resultado anterior para reticulados completos.

Além dos trabalhos ja citados, o artigo [Jones and Svalbe, 1994b] descreve alguns algo-
ritmos para decompor operadores em niveis de cinza. Uma abordagem diferente para
decompor um operador ¢ a chamada decomposi¢do piramidal. O trabalho [Overturf et

al., 1995] utiliza a decomposi¢ao piramidal para compactar imagens coloridas.

2.5.1 Representacao por Erosoes

O teorema de Matheron (veja anexo A) foi estendido para reticulado completo nos tra-
balhos [Serra, 1988] e [Heijmans and Ronse, 1990]. Este ultimo trabalho demonstra o

seguinte teorema:

Teorema 2.1 (supremo de erosdes): Seja y: L* — LY um operador entre dois reticula-
dos completos. Entdo as duas afirmagdes seguintes sao equivalentes:
e y écrescente e y(1)=1.
e y ¢ o supremo de um conjunto nao-vazio de erosoes.

Prova: Veja teorema 2.4 de [Heijmans and Ronse, 1990].

Na demonstragdo do teorema acima no artigo [Heijmans and Ronse, 1990] aparece ex-

plicitamente o conjunto de erosdes cujo supremo resulta em :

Corolario: Seja y: LY — LY um operador crescente € y(1) = 1. Entdo

y(x)=\/¢&,(x), xel’, bel,

b#1
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onde,
1, sex=1
g,(x)=<y(x),seb<x<l1.
0, cc
(Nota: abreviamos “caso contrario” como cc.)
Prova: E conseqiiéncia direta da demonstragio do teorema 2.4 de [Heijmans and Ron-

se, 1990].

2.5.2 Representacio por Sup-Geradores

A representagdo por erosdes descrita na subse¢do anterior consegue expressar somente
operadores crescentes. [Banon e Barrera, 1993] apresenta um esquema para representar

operadores ndo necessariamente crescentes:

Teorema 2.2 (sup-gerador): Seja A o conjunto de todos os operadores sup-geradores
de L* — [} Entdo, paratodo y: LY — LY, valey=v { A e A: A<y }.

Prova: Lema 6.1 do artigo [Banon e Barrera, 1993]. Denotaremos Ay, = v{A € A: A <

v =

2.6 Representacao por Intervalos

Ap0s apresentar o resultado citado no 7, o artigo [Banon e Barrera, 1993] mostra dois
subconjuntos de A, cujo supremo continua resultando y, que denominaram de decom-
posicao construtiva e base. Porém, ndo apresentaremos aqui esses resultados pois esco-
lhemos subconjuntos de A,, diferentes daqueles citados em [Banon e Barrera, 1993],
para representar um operador. A representacdo proposta por nds tem por finalidade
permitir o seu armazenamento numa arvore bindria, o que acelera a construcao e a apli-

cacdo de operadores (capitulo 4).
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2.6.1 Operadores de Intervalo

Utilizamos operadores elementares muito simples, baseados na nogao de intervalo e por
nds denominados de int-primitivos, como blocos construtores dos operadores morfolo-
gicos. Claramente, a nocao do intervalo € inerente aos conjuntos que possuem uma or-

dem parcial.

Definicdo (int-primitivo): Um operador A : L% — LY é um primitivo intervalar (que
abreviaremos por int-primitivo) se existem a, b € L*, a < b e v € L7 tais que para todo x

e [

vsea<x<bh
Mx) =
0 cc

Este operador ¢ denotado como Ay 5, € 0 conjunto de todos os int-primitivos de L* —

LY como I.

Abaixo, mostramos a relagdo do int-primitivo com as classes de operadores conhecidos.

Proposic¢io 2.7 (I < A): Todo int-primitivo ¢ sup-gerador.

Prova: Mostraremos que A € Jimplica A € A . Seja A € . Entdo, pela definigdo, 3 a,b

e LY, a<beTve L tais que

vsea<x<h
k[u,b],v(x) = 0 cc (xe L)

Seja X< L X # O . Entdo, temos:

vsepara Vx € X, temosa<x<b

/\x(X)z{O

CcC

Equivalentemente,

vsea<AX<b e as<vX<h

0 cc

AX(X)={
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Por outro lado,

vsea<AX<h
A(AX)=

vseas<vX <bh
A(vX)=

Logo, para VX c L%, X # &, temos MAX) A M(vX) = AMKX) e, portanto, A é sup-gerador.H

Como pela v todo int-primitivo A, ,,, € sup-gerador, utilizando a 1 concluimos que
Aiop POde ser expresso como o infimo de uma eroséo e uma anti-dilatag@o. De fato,

Mably = Maily A Ajop)r- Note que Ajq17,, € uma erosao e Apgp),» € uma anti-dilatagao.

Proposiciio 2.8 (A1, € erosdo): Paratodoa € L e v € LY, Ajs11,» € uma erosio.

Prova: Devemos mostrar que VX < L¥, temos Ajg 1., (AX) = Al 114(X). Seja X < L.

Entao:
v se para Vx € X, temos a < x
A 7“[(1,1],\/ (X) = 0 cc (1)
Por outro lado,
vseas<aX
7L[a,l],v (AX) = 0 cc (2)

Ora, a < AX sse para todo x € X, a < x. Portanto, as expressoes (1) e (2) sdo iguais. H

De forma andloga, demonstra-se que A}, ¢ anti-dilatagdo. Denominamos Ay 1y €

Apo,p1,v- de erosdo intervalar e anti-dilatagdo intervalar, respectivamente.

E possivel definir o operador dual do int-primitivo como segue:

Defini¢iio (int-dual): Um operador p : LY — L é um primitivo intervalar dual (que
abreviaremos por int-dual) se existem a, b € L, a < b e v € LY tais que para todo x €

I
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vsea<x<bh
u(x) = 1
cc

Este operador ¢ denotado como jgp),-

E possivel demonstrar, seguindo um raciocinio semelhante ao utilizado na demonstra-
cdo da v, que todo int-dual py, e, € inf-gerador. Utilizando a dual da 5, concluimos que
Uia,b1,» Pode ser expresso como o supremo de uma dilatagdo e uma anti-erosao. De fato,
Wably = Hoply V K11, NOtE que o), € uma dilatagdo e iy, 13, € uma anti-erosdo € os

denominamos de dilatagdo intervalar e anti-erosao intervalar.

Na secdo 2.6.2 mostraremos que existe um isomorfismo entre erosdes bindrias tradicio-
nais e erosoes intervalares binarias. Da mesma forma, no caso binario, existe um iso-
morfismo entre dilatagdes tradicionais e dilatagdes intervalares. Isto mostra que os ope-

radores intervalares possuem uma forte relacdo com a morfologia tradicional.

2.6.2 Operadores de Intervalo Binarios

Nesta se¢do, relacionaremos a erosao intervalar ¢ a dilatacdo intervalar definidos na
subse¢do 2.6.1 com os operadores binarios tradicionais: erosdo e dilatacdo. A morfolo-

gia binaria est4 apresentada com mais detalhes no anexo A.

Uma imagem binaria ¢ tradicionalmente definida em morfologia como um subconjunto
de um grupo abeliano E, isto ¢, um elemento de P(E). Conforme definimos no anexo A,
a erosdo binaria da imagem A pela imagem B (chamada elemento estruturante) é:
es(A)=A6B={xe€E|B, c 4}.
Em outras palavras,
xe€g,(A) sse B.c A.
Considere que elemento estruturante B={W;, W, ..., WW}. Entéo:

xegy(A) sse Wi+xedeW,+xede---eW, +xed.
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Podemos considerar uma imagem binaria como fun¢do £ — {0, 1}, ao invés de um sub-
conjunto de £. Com essa notacdo, podemos escrever:

Eg(A)x) =AW +x) N AW, + x)N---AAW,, +X) .
Isto €, toda erosdo com elemento estruturante B pode ser vista como um operador restri-
to a uma janela W com conj(#)= B, onde a conj(¥') indica o conjunto corresponden-
te a seqiiéneia W . A sua fungio caracteristica, que pertence ao espago {0,1}* — {0,1},

¢ a erosdo intervalar Ay 1,1

A erosdo g, pode ser representada como um W-operador, onde a fungao caracteristica ¢
um int-primitivo, mesmo quando B estiver contido em conj(#). Seja B cconj(WW).
Vamos definir:

i

{1, se W, eB
w. =

0, cc

Entdo, a erosdo pode ser escrita como:
gx(A)(x) = /\(v_vl v AW, + x)) ,
i=1

onde w, indica o complemento binario de w;. Isto ¢é, a erosdo ¢, ¢ um W-operador
onde a funcao caracteristica ¢ a erosao intervalar:

7\'[(wl,wz seesWyy ) (L1 LD

Por exemplo, considere E=7?% B={(0,0), (0,1)} e W=[(0,0), (1,0), (0,1)]. Entdo, w=1,
wr=0 e ws=1. Logo,
g5 (A)x)=(0v AW, + ) A(1v AW, + ) A (0v AW, + x)) =
=AW, +x) A AW, +x)
Assim, este €, ¢ um W-operador onde a funcdo caracteristica ¢ a erosdo intervalar
A

[(1,0,1),(1,1,1)],1 *

Fazendo um raciocinio inverso, chegamos a conclusdo de que, qualquer W-operador

bindrio cuja fungdo caracteristica ¢ uma erosdo intervalar, ¢ uma erosdo bindria. Isto
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permite-nos afirmar que existe um isomorfismo entre os W-operadores binarios restritos

a uma janela W € EY, cuja funcdo caracteristica ¢ uma erosdo intervalar, e as erosdes

binarias cujo elemento estruturante esta contido em conj(W) .

De forma analoga, pode-se mostrar que toda dilatacdo bindria 6, com elemento estrutu-
rante B ¢ um W-operador com conj(#) =—B e a sua fungdo caracteristica ¢ a dilatacio

intervalar g 010. Escolhendo uma janela W que contém — B, Vamos definir:
l, se W, e-B
w, =
0, cc
Entdo, a dilatagdo 6, pode ser escrita como:
w
8,(A)(x)=\/ (W, A AW, +x))
i=1

Isto ¢, &, € um W-operador com a seguinte fungao caracteristica:

Hic0,0....,00,(, %, ..., )1,0

Por exemplo, considere E=Zz, B={(0,0), (0,1)} e W=[(0,0), (0,1), (0,-1)]. Entao, wi=1,
wr=0 e w3=1. Logo,
85 (A)x) = (1A AW, +x))v(0A AW, +x)) v (1A AW, +x)) =
=AW, +x)v AW, +x)

que € um W-operador onde a fung@o caracteristica € a dilatagdo intervalar w0100

As discussdes da presente subsecdo mostram que os operadores de intervalo definidos
na subsecao 2.6.1 generalizam a morfologia binaria. Pois, quando aplicados a imagens
binarias, estes operadores sdo equivalentes a dilatagdes e erosdes utilizadas tradicional-

mente como operadores elementares na morfologia binaria.
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2.6.3 Representacio por Intervalos

A representagdo por intervalos, um novo esquema de representagao de operador, ¢ a-
presentada nesta subsecdo. A representacdo por intervalos ¢ capaz de expressar qual-

quer mapeamento entre dois reticulados completos arbitrarios.

Definiciio (representacio por intervalos): Seja v € L* — L* ¢ B 1. Diremos que a

expressao v B é uma representagdo por intervalos de y se v B = .
A seguir, descrevemos como construir algumas representagdes por intervalos.

Definicdo (int-niicleo): Dado um operador y: £* — LY, chamaremos de int-niicleo de
v, denotado por J,,, o seguinte conjunto de int-primitivos.

Ly={ Nappel:a<x<b=yx)=v}

Proposi¢io 2.9 (int-nucleo): Seja I, o int-nucleo de um operador y: L* — L*. Entéo
vDI, =y, isto ¢, V], ¢ uma representagdo por intervalos de .
Prova: (<) Qualquer que seja A, € 1y,

y(x)sea<x<b

x[a,b],v (x) = {

0 cc

Logo, VxeL*, A, ,;,(x) < y(x) paratodo A, , € I, e conseqiientemente (vJ,)(x) <
y(x).

() Por outro lado, VxeL*, A .y €Ly € Ay (X)) =w(x). Logo, (VI,)(x) >

y(x). [ |

[Heijmans, 1994] diz que um subconjunto JH de L é chamado de familia sup-geradora
se todo elemento de £ é um supremo de elementos de . Neste sentido, a °X mostra que

o conjunto J de todos os int-primitivos é uma familia sup-geradora do espago L* — LY e
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esta contida em A. De forma dual, o conjunto de todos os int-duais forma uma familia

inf-geradora.
O seguinte Corolario mostra a relagdo entre o int-niicleo e a representagao A,,.

Corolario (int-niucleo é representacio por sup-geradores): Para todo operador y: L™
— LY tem-se I, A,.
Prova: Seja A, ,,, € J,. Ja sabemos (v) que A, , € A. Por outro lado, na primeira

parte da demonstragdo da *X demonstramos que Vxe L%, &, (x) <y(x). Portanto,

Mappy ETAEANALS Y} [ |

Dado um operador y: L* — L, provamos que o seu int-nucleo J,, é uma representagéo
de vy, pois vI, = y. Sera que ndo existe uma representacdo mais econdmica? A resposta
¢ positiva, ou seja, existe um subconjunto proprio de J,, digamos B, tal que vB = y. De

fato, ha mais de uma forma de se construir este subconjunto B. O int-nicleo maximal

definido a seguir ¢ uma delas.
Defini¢do (int-nicleo maximal): Dado um operador y: £* — £*, chamaremos de int-
nucleo maximal de y, denotado por I\V*, ao conjunto de todos os int-primitivos maxi-

mais contidos em I,,. Um int-primitivo Ayp).€J, ¢ maximal (em I,) sse Ahp.q v, tal

que [a,b] & [c,d].

Proposicao 2.10 (int-nicleo maximal): Seja I\U* o int-nicleo maximal de um operador
y: L°— LY. Entio vI, = y.
Prova: Como ja sabemos que vJ,, = y (°X), basta demonstrar que v, = vI,".

() Como I, > 1, temos vI, > VI, .
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(<) Por outro lado, para todo Ay, € T, existe um Apq, € I, tal que [a,b] < [c.d].

Logo, VI, < VIW*. [ |

A seguir, apresentamos uma outra forma de se construir um subconjunto de J,, cujo su-

remo resulta em . Para isso, particionaremos o espaco L em intervalos disjuntos. O
9

livro [Serra, 1988, pg. 15] define a particdo de um conjunto £ e observa que a familia de

todas as particdes com a relagdao de ordem parcial definida abaixo forma um reticulado.

Definicio (reticulado das particdes): Seja £ um conjunto arbitrario. Podemos repre-

sentar uma parti¢cdo 7' como um mapeamento de £ em P(FE) tal que:

1. VxeE tem-se x € T(x),

2. Y(x,y) €E* tem-se T(x) = T(y) ou T(x) N T(y) = &,
onde a imagem 7(x) ¢ a classe de particdo que contém o ponto x. Pode-se associar a
seguinte relagdo de ordem entre duas parti¢cdes 7, 7' de E:

T<T" sse T(x) < T'(x), VxeE.

Definic¢io (int-parti¢iio): Dado um operador y: L* — L*, diremos que um conjunto de
int-primitivos

I‘V = {x[alybl]»"l ’7\'[(12 bylvy ot ,7\,[% by 1, }

¢ uma representagdo de y pela particdo por intervalos do dominio L*, abreviadamente
int-parti¢do de y, se as duas condigdes abaixo sdo satisfeitas:

1. O mapeamento definido T(x)= [a;, bi], se x € [a;, b;], € uma parti¢do de L.

2. w:vjw.

Proposicio 2.11 (int-parti¢io): Dado qualquer operador y: L — L7 existe um con-
junto de int-primitivos que € uma int-parti¢ao de .

Prova: Considere o seguinte conjunto:
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{k[aﬂ]’v el:ael y(a)= v}

Ora, esse conjunto de int-primitivos particiona L e o seu supremo resulta . |
9

Proposicdo 2.12 (int-parti¢io c int-nicleo): Dado um operador y: L — L7 toda int-
particao I , de vy € um subconjunto do int-nucleo J,, de .
Prova: Suponha, por absurdo, que A, ,;, ej‘u mas A, €7, . Entdo, pela defini¢do
de int-nticleo, xe L¥, a<x<bh mas y(x)#v. Como, pela hipotese, I , € uma int-particdo
de y, pela defini¢do de int-particao,

Vxe L), asxsb = (VI,)(x) = Ay, ()= V.
Ora, pela hipdtese, y(x)#v e portanto (vf ,)(X) #y(x) o que contraria a condi¢do 2 da

definicao de int-parti¢do. u

Evidentemente, a int-particao de y utilizada na demonstragao da °1 ndo ¢ util na pratica,
uma vez que a quantidade de int-primitivos ¢ muito grande e o intervalo de cada int-
primitivo é contém apenas um elemento. De fato, estamos interessados em que o inter-
valo [a,b] de cada int-primitivo seja o maior possivel, pois isso diminuiria o nimero de

int-primitivos.

Definicdo (int-particio maximal): Dado um operador y: £* — L7, a int-parti¢io ma-

ximal de y € a maior int-parti¢do de y e sera denotada por 7, .

Evidentemente, dado um operador y qualquer, como existe uma int-parti¢do de y (°3) e
como todos os conjuntos envolvidos sdo finitos, tem que existir uma int-particdo maxi-

mal. O seguinte resultado mostra como obté-lo.

Proposicio 2.13 (int-parti¢io maximal): Dado qualquer operador y: L* — L7 existe

um conjunto de int-primitivos que € uma int-partigdo maximal de .
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Prova: Considere o conjunto:

I = {X[MLV el:ael* y(a)= v}

\
Ja vimos (°) que esse conjunto ¢ uma int-particdo de y. Se ndo existir um conjunto

B={My oo ha g} © 1y - 1B1, tal que [a,b] 0+ Ula,.b,]1=[a,b], ab e L

entdo J, € uma int-partigdo maximal. Caso contrério, considere a nova int-parti¢do J,
formado com a operagdo I, < (]W \B)U {k[a,b],v} e repita os passos. Esta repeticdo nao
pode ser executada infinitamente pois o conjunto J, inicial ¢ finito € a cada passo o

numero de elementos de J, diminui. Logo, o @ltimo conjunto J, tem que ser uma int-

parti¢do maximal de . u

Todos os resultados descritos na subsecdo presente possuem respectivos resultados
duais. Utilizando o int-primitivo e a int-particdo, mostramos que o problema de
decomposicdo de operador morfolégico pode ter uma interpretacdo bastante natural.
Neste trabalho, propomos representar operadores de uma forma muito simples:
particionando o dominio em intervalos de forma que qualquer ponto de um determinado

intervalo tenha o mesmo valor de saida.

2.6.4 Exemplo de Representaciao

Para que os conceitos vistos até agora fiquem mais claros, mostraremos como exemplo
um operador representado de diversas formas. Considere um W-operador

¥: (7> - [0...3]) > (Z* - [0...3)).
Suponha que a janela desse operador seja W =[(x,,,).(x,,,)]=[(0,0), (1,0)] e que a

sua fungdo caracteristica y: [0.. 37 > [0...3] seja definida por:

022 0
0210
Y=o 11 0
000 0
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Isto ¢é, y(linha=0, coluna=0) = y( 0, 0) =0, y(0, 1) =2, y(2, 1) = 1, e assim por diante.

Aplicando esse operador na imagem abaixo (supondo 0 a sua cor de fundo):

y 0 1.2 2 11
4+ 1 0 3 2 1 2
322 001
21 0 0 0 1
0113 3 2
3 22 3 31

> X

Obtemos a seguinte imagem:

y 2 1 1120
4+ 00 01 10
01 00 2 0
1 000 20
22 0000
0 1 00 0O

> X

Pode-se imaginar os nimeros das duas imagens acima como representando diferentes
niveis de cinza. Por exemplo, 0 seria preto, 1 seria cinza escuro, 2 seria cinza claro e 3

seria branco.

O int-nticleo maximal deste operador é:

0 00 0[|O OO O|O0 2 2 0]]|0 200

. 0 00 0[|OOT1 0|0 O0O0O0]|O0 200
L= 0 1 1 0|0 O 1 0|0 0 O O[(0 O O O
0 00 0[|O OO O[O OO0 O0]|O O0O00O

Isto é,

I\V { 7\‘[(2,1),(2,2)],1 > 7\'[(1,2),(2,2)],1 ’ 7\‘[(0,1),(0,2)],2 > k[(O,l),(l,l)],Z} :
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Pela defini¢do, A, :om0> Meocane € Moscae pertenceriam ao int-nicleo maxi-

mal. Mas, como qualquer int-primitivo A, 1, com valor v=0 ¢ uma func¢do nula em todo
o dominio, podem ser eliminados do int-ntcleo, pois isto ndo ird alterar o valor do su-
premo. Assim sendo, ndo enumeramos tais int-primitivos. Também adotamos a mesma

politica na representagdo que segue.

Uma das int-parti¢des maximais desse operador ¢

0 00 0[O OO O|0O 2 2 0|0 0 00
_\/ 000 O0/l0 01 0/|/00O0O|[0200
V= 0 1 0 OO O 1 OO0 O O O['|0 O O Off°
0O 00 0[O OO O|O OO O[O0 OO00O
que também pode ser escrita como
V= \/{ Manen Maneans Moo 7“[(1,1),(1,1)],2} :

2.7 Produto de Cadeias

Na se¢@o 2.2 definimos um operador ¥ entre dois espacos de imagens digitais como

uma fungio entre ambos, isto &, ¥: (L%)* — (L%)". Para nio sobrecarregar desnecessari-
amente a notagdo, suporemos L = LY = L. Como observamos na subse¢do 2.4.1, em
praticamente todos os tipos de imagens digitais £ é um produto de b cadeias limitadas.
Também para nio sobrecarregar a notagio, suporemos que todas as b cadeias limitadas

que compde L sdo iguais e assim podemos escrever L=(K)".

Se trabalharmos somente com W-operadores, o espago L© — L* torna-se mais restrito,

facilitando o processamento computacional. Supondo fixa uma janela W = (W, W, ...,
W), cada operador W ¢ caracterizado inequivocamente por uma fungdo caracteristica

v: (K" — (K)’e, denotando por /= Av a dimensio do dominio das fungdes caracte-

risticas, o espaco das fungdes caracteristicas torna-se K“— K’
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Ora, 0 nosso espaco de trabalho com isso torna-se o espaco das funcdes de produto de
cadeias limitadas a um outro produto de cadeias limitadas. Portanto, na pratica, nao es-

tamos interessados em reticulados arbitrarios, mas somente em produtos de cadeias.

2.8 Conclusao

Neste capitulo apresentamos rapidamente a morfologia matematica para reticulado com-
pleto. Esta teoria ¢ utilizada para formalizar o processamento de imagens digitais ndo
necessariamente bindrias. Depois, definimos a imagem digital e o W-operador.
Descrevemos dois esquemas conhecidos de representagdo de operador: supremo de ero-
soes e supremo de sup-geradores. Propusemos um novo esquema, a representagao por
intervalos, que utiliza os operadores de intervalo como operadores basicos (entre eles a
erosdo e a dilatacdo de intervalo). Demostramos que toda erosdo bindria tradicional ¢
um W-operador binario, onde a func¢do caracteristica ¢ uma erosdo intervalar, ¢ vice-
versa. Resultado dual pode ser demonstrado para a dilatacdo binaria. Mostramos que a
representacdo por intervalos ¢ um caso particular da representacdo por sup-geradores.
Obtivemos (capitulo 4) algoritmos eficientes para projetar operadores automaticamente
devido ao uso deste esquema. Em seguida, como exemplo, mostramos um W-operador
expresso utilizando os esquemas de representacdo propostos. Em seguida, argumenta-
mos por que o produto de cadeias € uma estrutura algébrica adequada para formalizar o

processamento de imagem.



3 Aprendizagem Computacional

3.1 Introducao

O objetivo desta tese ¢ a constru¢do de operadores morfoldgicos pela aprendizagem
computacional. O estudo da teoria de aprendizagem computacional ¢ necessario para

formalizar o problema.

Para construir operadores pelo treinamento automatico, adotamos como modelo tedrico
a aprendizagem provavelmente aproximadamente correta generalizada (abreviada como
PAC generalizada) descrita em [Haussler, 1992]. Como diz o nome, este modelo ¢ uma

generalizacdo do modelo PAC cléssico introduzido por [Valiant, 1984].

No anexo B, apresentamos o modelo de Valiant. Neste modelo, entende-se por conceito
um subconjunto de um dominio X pré-definido. Um exemplo de conceito ¢ um objeto do
dominio juntamente com um rétulo indicando se este pertence ou nao ao conceito. A
aprendizagem do conceito ¢ o processo na qual um aprendiz, também chamado algorit-
mo de aprendizagem, constréi uma boa aproximacao de um conceito desconhecido, a
partir de uma seqiiéncia de exemplos de treinamento. Um critério de “boa aprendiza-
gem” ¢ PAC (provavelmente aproximadamente correto). Informalmente, podemos dizer
que um processo de aprendizagem ¢ PAC se, a medida em que cresce a quantidade de
exemplos de treinamento, o conceito aprendido tende ao conceito alvo. Este modelo
permite formalizar apenas a aprendizagem de operadores binarios utilizando exemplos
sem conflitos. Dois exemplos sdo conflitantes se ambos referem-se ao mesmo objeto do

dominio mas tém rétulos contraditorios. Os trabalhos [Barrera et al., 1995] e [Tomita,
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1996] utilizam o modelo de Valiant para formalizar a aprendizagem de operadores bina-

rios.

Para formalizar a aprendizagem de um operador genérico, precisamos de um modelo de
aprendizagem mais abrangente. O modelo de Haussler (PAC generalizado) presta-se
muito bem a esta tarefa. Nele, um conceito ndo ¢ mais definido como uma fungao de X
em {0,1}, mas como uma distribui¢do de probabilidade conjunta em X x ¥, onde X e ¥,
denominados respectivamente de espaco das instancias e espaco das saidas ou rétulos,
sdo conjuntos arbitrarios. Com esta generalizagdo, pode-se formalizar a aprendizagem
de fung¢des multi-valoradas discretas, reais e até vetoriais. O modelo generalizado
também permite lidar com conflitos, ou seja, quando existem exemplos que se referem
ao mesmo elemento em X mas que tém rdtulos em Y diferentes. Os conflitos podem ter
diversas origens, por exemplo, o ruido nos exemplos de treinamento e a escolha da

janela demasiadamente pequena.

O teorema de consisténcia do modelo de Valiant (enunciado no anexo B) fornece-nos
uma condi¢do suficiente para que um algoritmo de aprendizagem seja uma solugdo
PAC. Ele diz que se um algoritmo ¢é consistente entdo é PAC, se os conjuntos envolvi-
dos no processo sdo todos finitos. Dizemos que um algoritmo ¢ consistente quando o
conceito 4 por ele aprendido sempre concorda com os exemplos de treinamento, isto €,
se (x, ¥) ¢ um exemplo de treinamento entdo /(x) = y. A generalizacdo do conceito da
consisténcia para o modelo de Haussler ndo ¢ imediata pois, como neste modelo podem
existir conflitos, ndo € possivel exigir que o conceito aprendido sempre concorde com
os exemplos de treinamento. Permitir que o conceito aprendido concorde com um dos
exemplos de treinamento também ndo ¢ suficiente para assegurar a convergéncia do
processo de aprendizagem. Na subse¢do 3.2.5, expomos como ¢ possivel definir a con-
sisténcia no modelo de Haussler e demonstramos um resultado analogo ao teorema de

consisténcia classica.

No anexo C, comparamos o mecanismo de aprendizagem computacional dos modelos

de Valiant, Haussler e vizinho mais proximo com o mecanismo de aprendizagem huma-
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na. No anexo D, colocamos a aprendizagem computacional, em particular a aprendiza-

gem do operador, no contexto da teoria de estimacao.

3.2 Modelo de Haussler

3.2.1 Introduciao

O modelo de Haussler ¢ considerado como a primeira generaliza¢ao abrangente do mo-
delo PAC. Apesar deste trabalho ser relativamente recente, ja existem dezenas de traba-
lhos que o citam. A referéncia para estes trabalhos pode ser encontrada na Web no en-

dereco:

http://theory.lcs.mit.edu/~iandc/References/haussler1992:78.html.

Nesta se¢do, expomos as idéias de Haussler de uma forma mais detalhada que no artigo
original, pois este apresenta alguns conceitos muito sucintamente. Relembramos que
somente conjuntos finitos sdo objetos do nosso estudo, pois ndo se lidam com conjuntos

infinitos no processamento de imagens pratico.

3.2.2 Problema de Aprendizagem Generalizado

No modelo de Haussler, um aprendiz, também chamado de algoritmo de aprendizagem
recebe exemplos de treinamento escolhidos aleatoriamente. Cada exemplo consiste de
uma instancia x € X e uma saida y € Y, onde X e Y sdo conjuntos arbitrarios chama-
dos espacgo das instincias e espaco das saidas, respectivamente. Estes exemplos sdo ge-
rados de acordo com uma distribui¢do conjunta de probabilidade P (também chamada
de distribui¢do alvo) em X x Y. ApoOs o treinamento, o aprendiz recebe mais exemplos
escolhidos aleatoriamente utilizando a mesma distribuicao conjunta P. Para cada exem-
plo (x, ), ¢ mostrado ao aprendiz somente a instancia x. O aprendiz deve escolher uma

agdo a dentre um conjunto de possiveis agdes A. Para cada agdo a e saida y, o aprendiz
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sofrerd uma penalidade, que ¢ medida por uma fung¢do penalidade com valores reais /: Y
x A — [0, M], onde M ¢ um niimero real positivo. Assumimos que esta fun¢do penali-
dade ¢ conhecida pelo aprendiz. O aprendiz tenta escolher sua a¢gdo de modo a minimi-

zar a penalidade esperada.

Baseado nos exemplos de treinamento, o aprendiz desenvolve uma estratégia determi-
nistica & que especifica o que ele acredita ser a a¢do apropriada a para cada instancia x
de X. Ele usa esta estratégia em todos os exemplos futuros. A estratégia do aprendiz #,

que ¢ uma fungdo de X — A4, ¢ chamada de regra de decisao. Assumimos que a regra de

decisdo é escolhida de um espaco fixo de regras de decisdo . O objetivo da aprendi-
zagem ¢é achar uma regra de decisio em J{ que minimize a penalidade esperada, quan-

do os exemplos sdo escolhidos aleatoria e independentemente utilizando a mesma dis-

tribuicao conjunta P utilizada para gerar os exemplos de treinamento.

Como um exemplo, podemos imaginar que o aprendiz ¢ um médico, o conjunto X sao
os sintomas do paciente, o conjunto Y sdo as doengas € o conjunto A sdo os remédios.
Entdo, dados os sintomas x € X de um paciente, provocados por uma doenca y € Y
desconhecida, o médico deve escolher um remédio a € A que minimize a penalidade
conhecida /(y, a). O fato do médico conhecer a penalidade indica que, se ele conhecesse
a doenga y, saberia qual ¢ o remédio mais adequado. O médico dispde de uma tabela
sintomas x doencas (exemplos de treinamento) e, baseado nessa tabela, procura
escolher o remédio a que julga ser mais adequado ao paciente. Evidentemente, a
finalidade deste exemplo ¢ somente ilustrar o processo de aprendizagem computacional,

pois um médico ndo raciocina da forma descrita.

Formalizando estes conceitos, temos:

Definicao (instancia, saida e acdo): X, Y e 4 sdo trés conjuntos arbitrarios chamados
respectivamente de espacgo das instancias, espago das saidas e espago das agoes. Seus

membros sdo chamados de instdncia, saida e a¢do, respectivamente.
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Defini¢do (exemplo e distribuicio de probabilidade): O espaco das amostras ¢ o
espaco X x Y e serd denotado por Z. Um elemento deste espago ¢ chamado de exemplo.
O espago das distribui¢des de probabilidades das amostras P ¢é uma familia de distri-
buicdes de probabilidades em Z. Uma seqiiéncia de exemplos gerado de acordo com
uma distribui¢do desconhecida P € 7’ sera chamada de amostra de P ¢ a distribui¢do P
sera chamada de distribui¢do alvo. Uma amostra de comprimento m serd denotada co-
mo Z =((x1,y1), (x2,¥2), -es (Xm, Y ) ). Também denotaremos z* = (x1, X2, ..., Xy) € Z* =

V15 V25 wees Ym)-

Com as defini¢des acima, podemos concluir que podem haver “conflitos” nos exemplos
de uma amostra z = ( (x1, 1), (X2, ¥2), ..., (Xm, Vi ) ). Em outras palavras, podem existir

um ou mais pares de exemplos (x;, y;), (x;, ;) € Z tal que x;=x; mas y; #);.

Definicdo (regra de decisio): O conjunto #/ chamado de espaco das regras de deci-

sdo, ¢ um subconjunto do espaco de fungdes X — A4.

Defini¢do (algoritmo de aprendizagem): Um algoritmo de aprendizagem ‘A é uma
fungdo de U,.,Z" — H . Isto é, dada uma amostra Z e U,., Z”, o algoritmo de

aprendizagem cria uma regra de decisdio # € 4/ Denotamos este processo por h =
AZ).
Definicao (penalidade): Chamamos uma funcdo /: Y x 4 — [0, M], para algum M >0

real, de penalidade.

Exemplo (penalidades): Suponha Y =4 = R. Se queremos que y seja igual a a, a pena-
lidade costuma ser uma das fung¢des abaixo:

Ll(y,a)=(y-a)

2. (y,a)=|y-al

1 se y#a
3. l(y,a)= 0 cc
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Para exemplificar algumas penalidades para espagos ¥ = 4 = R", vamos recordar pri-

meiro a defini¢cao da p-norma (veja, por exemplo, [Golub and Van Loan, 1989, pg. 53]).

Defini¢éio (p-norma): Uma p-norma vetorial no espago R” ¢é definida como segue:
1/p
[l = (5[ + ) xR

Entre elas, 1, 2, e o0 normas sdo as mais importantes. A 1-norma ¢ a distancia “soma dos

lados”, a 2-norma ¢ a distancia euclidiana e a co-norma ¢ a distancia “maior lado”.

Exemplo (penalidades): Suponha Y = 4 = R". Entdo, abaixo temos alguns exemplos de

penalidades:
1. (y,a)= (||y—a||2)2
2. l(y,a) = |y=d,

3. My.a)=|y-d,

1 se y#a
0 cc

4. l(y,a)= {
Definicdo (risco): Dada uma regra de decisdo 4 € # e uma distribuicdo P no espago

das amostra Z, o risco de h ou a penalidade esperada de h ¢ o valor esperado de
I( y, h(x) ), quando os exemplos (x, y) sdo gerados aleatoriamente pela distribuicdo alvo

P:

B (P) = 1,(P) = E(l(y, h(x))) = D 1(y,h(x)) P(x,).

(x,y)eZ

Denotaremos a regra de decisio que gera o menor risco de 4" e o risco 6timo como
' (P)=r.P)=~{r,(P):heH}=E(l(y, h(x))). Aregra h" é conhecida na literatu-
ra como o procedimento de decisdo de Bayes. Para maiores detalhes veja, por exemplo,

[Cover and Hart, 1967] e [Spiegel, 1979, pg. 12].
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Podemos dizer, informalmente, que o objetivo de um problema de aprendizagem ¢, dada

uma amostra escolhida de acordo com uma distribui¢do de probabilidade P € Z¢ uma
fungdo penalidade /, achar uma regra de decisdo # em H tal que 7,(P) seja “préximo”

ao ¥ (P).

Definicdo (arrependimento): O arrependimento L é uma fungdo P x H — R" e mede

o quanto falhamos em produzir uma regra de decisdo proéxima da 6tima.

Normalmente, o arrependimento ¢ uma fun¢do derivada do risco, que por sua vez ¢ uma
funcdo derivada da penalidade /. Apesar de ser possivel definir uma variedade muito
grande de fungdes arrependimento, a mais usual, denotada como L., ¢ definida como
segue. Seja d uma métrica em R e seja dado um parametro de acuidade €>0. Entdo:

1 se d(r,(P),r"(P)) 2 &

0 cc

L (P,h) ={

Neste trabalho, utilizaremos como arrependimento somente a funcdo L. definida acima.

Definicio (grande risco): O grande risco ¢ definido por:
R, 4, (P)= Y L(P,A®) P"(Z)= P"{Z €2" :d(ry-(P).r" (P)) 2 &}
zez"

Isto ¢, o grande risco ¢ o arrependimento esperado quando a regra de decisdo é gerada

por um algoritmo de aprendizagem A utilizando para treinamento uma amostra de ta-

manho m. Denotamos por P"(zZ) a probabilidade da seqiiéncia z quando cada um dos

m componentes de z ¢ gerado independentemente por P.

Exemplo (PAC classico): O modelo PAC classico ¢ um caso particular do modelo PAC
generalizado. Isto fica claro fazendo a seguinte consideragdo. Vamos introduzir um pa-
rametro de acuidade € > 0 e definir a fungdo de arrependimento como:

1 se r,(P)=¢
0 cc

L (P,h) :{
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Assim, sofreremos um arrependimento somente quando a regra de decisdo 4 produzida
pelo algoritmo de aprendizagem possuir um risco de pelo menos € a mais que a 6tima,
que no caso do modelo de Valiant tem risco zero (7 (P)=0), pois nio existem conflitos
nos exemplos. Por esta razdo, o grande risco RLE an(P) mede a probabilidade de que a
regra de decisdo produzida pelo A tenha um risco de pelo menos € a mais que a 6tima,
isto €,

R, 2,(P) =P{Ze€Z":(ry:(P))z¢e}.

Ou seja, obtivemos o modelo de Valiant. u

Com os conceitos vistos até agora, j& estamos aptos a definir formalmente um problema

de aprendizagem generalizado.

Definicdo (problema de aprendizagem): Um problema de aprendizagem generalizado
¢ definido por uma séxtupla ordenada (X, Y, 4, H P L). Os trés primeiros componen-
tes sdo espacgos das instancias, saidas e agdes que sdo conjuntos arbitrarios. A quarta,
JH, é o espago das regras de decisdo, uma familia de fungdes X — 4. O quinto compo-
nente, P, ¢ uma familia de distribui¢des de probabilidades em Z = X x ¥ que governa a
geragdo de exemplos. O ultimo componente, L, ¢ uma familia de fungdes de arrependi-

mento, isto ¢, um subconjunto de P x H — R".

Definicdo (aprendizagem PAC): Dizemos que um algoritmo de aprendizagem .A:
U, Z" — H ¢ uma solugio provavelmente aproximadamente correta (PAC) de um
problema de aprendizagem generalizado (X, Y, A4, # Z L ) sse para todo L € L, e para
todo 0 < 8 < 1 existe um tamanho finito de amostra my = m(L, 8) tal que para toda dis-

tribuigdo alvo P € Ze para todo tamanho finito m > mo, R, , ,,(P)<5. A funcio mo(L,

0) € chamada complexidade de amostra.
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Como ja foi discutido, estas definicdes generalizam um problema de aprendizagem clas-
sico pois este pode ser formalizado como:

(X, {0, 1}, {0, 1}, X—>{0, 1}, ZZ{L:} ),
onde a funcdo penalidade / ¢ definido como segue:

1 se y#a

Hy,a) = {0 cc

Além disso, as distribuigdes de probabilidades P € 7 ndo podem possuir “conflitos”,
istoé,sePe 7,

P{(x,»)} >0 = P{(x,y)} =0, onde y ¢ anegacdo de y.
Note também que podemos reescrever a condigdo R, ,,,(P) <8 como:

P'{zZeZ" ry.(P)<e} > 1-3

3.2.3 Problema de Otimizacao

Nesta e na proxima subsecdo respondemos a seguinte pergunta: “Existe um teste para
verificar se um dado algoritmo de aprendizagem ¢ uma solucdo PAC?” Para isso,
definimos o problema de otimizacdo associado a um problema de aprendizagem.
[Haussler, 1992] mostra que, se um algoritmo de aprendizagem ¢ uma solucdo PAC de
um problema de otimizacdo, ele ¢ também uma solu¢do PAC do problema de
aprendizagem associado, sempre que estivermos trabalhando com os conjuntos X, Y e 4
finitos. Desenvolvemos os conceitos desta subsecdo mais extensamente que no artigo
original, esperando com isso facilitar a compreensao dos mesmos. A 7 ilustra os

relacionamentos entre um problema de aprendizagem e um problema de otimizacao.

Definicao (risco empirico): Fixada uma penalidade /, o risco empirico de uma regra de

decisdo h € #/sobre uma amostra Z = ((x1, y1), (X2, ¥2), ..., (Xm , Ym)) ¢ definido:

7 (3) :%z 1(7,,h(x)).
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O risco ¢ uma avaliacdo estatistica do valor do risco verdadeiro desconhecido utilizando

uma amostra de tamanho m.

penalidade /(y,a)
| |

) risco empirico
I1SCO I"h(P) ’7}[ (E)

) associados | grrependimento empirico
arrependimento L(P,h) LG
Z)
grande risco associados grande risco empirico
RL,ﬂ,m (P) ) Rf,ﬂ,m (P)

Figura 3.1: Problemas de aprendizagem e de otimizagao associados.

Defini¢ao (regra 6tima empirica): Dada uma amostra z, a regra de decisdo 6tima
empirica ¢ aquela que gera o menor risco empirico e serd denotada por 2 =h (Z). O
seu risco sera denotado por:

F(E) =) = A{RE) hedH Y.

Definicio (arrependimento empirico): O arrependimento empirico L ¢ uma fungdo
Z" x #/— R". O arrependimento empirico avalia o valor do arrependimento verdadei-

ro, normalmente desconhecido, numa amostra de comprimento .

Assim como o arrependimento normalmente ¢ uma fung¢ao derivada do risco, o arrepen-

dimento empirico ¢é, quase sempre, uma funcao derivada do risco empirico. Neste traba-
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lho utilizaremos unicamente a funcdo L_ definida abaixo como o arrependimento empi-
rico. Sejam dadas uma métrica d em R, um parametro de acuidade € > 0 e o risco empi-
rico 7,(Z) . Entdo definimos:

1 se d(7(5),7(2))ze

0 cc

L.(Z,h)=

~

Dizemos que o arrependimento verdadeiro L, € o arrependimento empirico L_ sdo asso-

ciados entre si quando ambos utilizam o risco verdadeiro e o empirico associados entre

si, a mesma fung¢ao distancia d e 0 mesmo parametro de acuidade €.

Definicio (grande risco empirico): O grande risco empirico pode ser definido por:

Ry 0, (P)= Y LEAG) P'(2)= P2 €2 (7 (2),7 (2) 2 ¢

zez™

O grande risco empirico avalia o grande risco verdadeiro desconhecido numa amostra
de m elementos. Diremos que o grande risco empirico e o grande risco verdadeiro estdo
associados entre si quando ambos utilizam o arrependimento empirico e o arrependi-

mento verdadeiro associados entre si.

Com estes conceitos, podemos definir um problema de otimizagao associado a um pro-

blema de aprendizagem:

Defini¢ao (problema de otimizacido): Um problema de otimizagdo ¢ uma séxtupla

ordenada (X, Y, A, H 7, LN) onde os cinco primeiros componentes sao definidos da

~

mesma forma que num problema de aprendizagem e o sexto componente, L , ¢ uma

familia de arrependimentos empiricos.
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Definicio (problema de otimizacio associado): Um problema de aprendizagem (X, 7Y,
A, H 2 L) e um problema de otimizagdo (X, Y, 4, # 7, LN) sdo associados sse para

todo arrependimento em L, o seu arrependimento associado pertence ao L e vice-versa.

Um algoritmo de aprendizagem A : U,_, Z" — JH serd uma solu¢io PAC de um pro-

m>1

blema de otimizacdo se achar, dada uma amostra de treinamento Z , uma regra de deci-

sio h € H tal que 7 (Z) seja “proximo” ao 7 (Z) . Este conceito pode ser formalizado

CoOmo seguc:

Definicdo (otimizacdo PAC): Dizemos que um algoritmo A : U, ., Z" — H & uma

m>1
solugdo provavelmente aproximadamente correta (PAC) para um problema de otimiza-
¢do sse, para todo L € L e para todo 0 < 9 < 1 existe um tamanho de amostra finito

my = mo(z, d) tal que para todo P € Pem > my, Ez,;q,m(P) <&. A funcio mo( L, 8) ¢

chamada complexidade de amostra.

3.2.4 Relacoes entre Aprendizagem e Otimizacao

Nesta subsecao estudaremos as relacoes entre os problemas de aprendizagem e otimiza-
¢do associados. Veremos que sob certa hipotese (convergéncia uniforme), uma solugdo
PAC de um sera também uma solu¢do PAC do outro. Com isso, construimos um teste
para verificar se um algoritmo de aprendizagem ¢ uma solu¢do PAC de um problema de
aprendizagem. Pois, para isso basta que o algoritmo seja uma solu¢ao PAC do problema

de otimizagao associado.

Definicdo (convergéncia uniforme): Dizemos que o risco empirico converge unifor-
memente ao risco verdadeiro sse para todo 0 < g, & < 1, existe um tamanho de amostra
my tal que para todo m > m, quando cada componente z; de Z ¢ escolhido independente
e aleatoriamente de Z de acordo com uma distribui¢ao alvo P, temos, com probabilidade

de pelo menos 1 - 3:
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17,(Z)-n(P)| < e,

paratodo h €

O teorema a seguir ¢ uma conseqiiéncia direta do Lema 1 de [Haussler, 1992].

Teorema 3.1 (convergéncia uniforme + otimizacio PAC = aprendizagem PAC):

Se um algoritmo A é uma solu¢do PAC de um problema de otimizagao (X, Y, 4, H P
{Za }) e se a estimativa do risco empirico converge uniformemente ao risco verdadeiro
entdo A ¢ uma solugdo PAC do problema de aprendizagem (X, Y, 4, #, 7, { L_}) as-
sociado.
Prova: Suponha dados 0 <¢, 8 <1 e que existe m, = m,(g, d) tal que para todo P € Pe
todo m>my,:
Pr( 3h e H :d(F (). (P)2e/3) < 8/2. (1)
Suponha também que o algoritmo A ¢ tal que para todo P € P ¢ todo m>m,:
Pr( d(Fa (B). 7 (E)2e/3) < 8/2. 2)
Entdo devemos demonstrar que para todo P € P e todo m>ms,,:
Pr( d(rae (PLr (P)2e) < 8. (3)
Demonstrando que (1) e (2) implicam (3) teremos demonstrado o teorema. Pois a con-
vergéncia uniforme do risco empirico ao risco verdadeiro implica (1); se o algoritmo A
¢ uma solucdo PAC do problema de otimizagdo entdo (2) torna-se verdadeiro; e sendo

(3) verdadeiro, o algoritmo A sera uma solu¢do PAC do problema de aprendizagem.

Considere as seguintes afirmacdes:

d(rac:(P), 7y (2)) < €/3 4)
d( 7 (2), 7(Z)) < €/3 (5)
d(7 (), r(P)) < €/3 (6)

A hipotese (2) implica que (5) € verdadeiro com probabilidade maior que 1 - 8/2 ¢ a

hipotese (1) implica que (4) ¢ verdadeiro com probabilidade maior que 1 - &/2. A hipo-
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tese (1) também implica que (6) € verdadeiro com probabilidade maior que 1 - 8/2, pois
se (6) ¢é falso, podemos achar um & e JH tal que d( 7 (Z),r,(P))>¢e/3. Para isso basta

escolher:

. (7

L B, se 7 (Z)<r(P)
h, cc

As hipoteses (1) e (2) implicam que (4), (5) e (6) sdo verdadeiros com probabilidade

maior que 1 - 8. Logo, concluimos que a afirmagdo abaixo ¢ verdadeira com probabili-

dade maior que 1 - 4.
d(rﬂ(z)(P)ar*(P))<8. )
Dai, concluimos que (3) é verdadeiro e que A é uma solugdo PAC do problema de a-

prendizagem. u
Para prosseguir, necessitamos da desigualdade de Hoeffding que enunciamos abaixo:

Teorema 3.2 (desigualdade de Hoeffding): Sejam Y, Y>, ..., Y, variaveis aleatorias
independentes com média zero e delimitadas nos intervalos @; < Y; < b;. Entdo para todo

n>0,

Pr{|Yl+--~+Yn| > n} < 2exp{—2n2 Z”:(bi —al.)z}

i=1

Prova: Veja Corolario 3 do [Pollard, 1984, pg. 192]. u

O teorema a seguir ¢ uma conseqiiéncia direta do Teorema 1 do [Haussler, 1992].

Teorema 3.3 (H finito = convergéncia uniforme): O risco empirico converge uni-
formemente ao risco verdadeiro sempre que o conjunto H for finito.
Prova: Devemos mostrar que se J ¢é finito entio dados quaisquer 0 < g, § < 1, existe

um tamanho de amostra m, tal que para todo m > my, quando cada componente z; de z
¢ escolhido independente e aleatoriamente de Z de acordo com uma distribuicao alvo P,

temos para todo h € H£
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Pr{[7(2)—r,(P)| <&} >1-5.

Pr{ <8}>1—8.

Supondo fixa uma regra de decisdo 4 € A I(h(x),y) é uma variavel aleatoria no inter-

Ou seja,

LS 1000 P

valo real [0,M] e r,(P) ¢é a sua esperanga. Vamos criar m outras varidveis aleatOrias
fazendo
Y =I(h(x,),y,)—n(P), i=1,....m
Ora, estas variaveis aleatorias tém média 0 e estdo limitadas no intervalo real
[=1,(P), M =1, (P)].
Assim, podemos aplicar a desigualdade de Hoeffding enunciado no teorema acima. Da-

do qualquer numero real n>0,

Pr{|Y;+-+Y,

> n} < Zexp[—an/mMz].
Chamando em = 1, obtemos:

Pr{|Yl+- e sm} <2 exp[— 2(8m)2/mM2] :

Pr{
m

Ou seja,

LS00 -ncp

> S}SZexp[—stz/Mz].

Esta ¢ a probabilidade de uma regra de decisdo fixa. Segue que a probabilidade de que

exista alguma regra de decisdo & € 4/ tal que

=€

1
‘(;;l(h(x}y)) —1,(P)
€ N0 Maximo
2‘.7—[‘ exp[— 2m82/M2].

Isto demonstra a convergéncia uniforme do risco empirico. u
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Corolario (otimizacio PAC = aprendizagem PAC): Se J{ ¢ finito, toda solucio
PAC de um problema de otimizagdo também ¢ uma solu¢cdo PAC do problema de a-
prendizagem associado.

Prova: Conseqiiéncia direta do 7 e do 1. u

3.2.5 Consisténcia Generalizada

No anexo B, tomando por base o livro [Anthony and Biggs, 1992], apresentamos o teo-
rema de consisténcia do modelo PAC classico. Este teorema diz que todo algoritmo
consistente ¢ uma solucdo PAC do problema de aprendizagem classico, caso X seja fini-
to. Sera que existe um resultado andlogo no modelo de Haussler? Exporemos nesta sub-

secdo como a consisténcia pode ser generalizada para o modelo de Haussler.

Intuitivamente, um algoritmo PAC deve “convergir” para a regra de decisdo 6tima (re-
gra de Bayes) a medida em que o nimero de exemplos de treinamento cresce. O proce-
dimento de decisdo de Bayes de um problema de aprendizagem pode ser criado explici-

tamente quando a probabilidade de distribui¢do P ¢ totalmente conhecida a priori. Cla-

ramente, a regra 6tima /2 deve escolher, para cada instancia x,, a agdo a¢ com a menor
esperanca de erro. Vamos denotar a esperanga de penalidade ao tomar uma ac¢do a, dada

uma instancia x,, por r, (a), isto é:

r(a)= 2 (y,a)P(x,.)

(x,,9)€Z
Entdo, a regra de Bayes ¢ definida, para cada x, € X, como 4 (x,)=a , onde a ¢éo

argumento que minimiza r, (a),isto é, r, (a’) = mi/fl{rr (a)} .
o o ae o

De forma semelhante, a regra 6tima empirica 2 deve escolher, dada uma instancia
- ~ * . , . ..
x, €z*,aagdo a com o menor risco empirico. Para explicitar esta regra, adotaremos a

seguinte notacao:
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Notacao (subseqiiéncia coincidente): Dados x € X e uma seqiiéncia Z = ( (x1, 1), (x2,
V2), weer (Xmy Ym) ) € Z", chamaremos de subseqiiéncia de Z coincidente com x ¢ denota-
remos por C.(x) a subseqiiéncia ((x/,»/), (x5,»5), ..., (x,,¥!)) de Z composta por
todos os elementos (x;, ;) € Z onde x; = x. Além disso, denotaremos a seqiiéncia ( x|,

. A y
Xy, ..., X )por C:(x) easeqiéncia (y/, y;, ..., v,) por C:(x).
Vamos denotar a esperanca empirica da penalidade, ao tomar uma a¢do a, dada uma

instancia x, €z*, como 7, (a), isto €

F (@)= S(y.a)

CZ (‘xo) yeCe(x,)

Com essa notagdo, a regra empirica 6tima deve ser definida, para cada x, € X, como
~% * * o, . . . ~ . ’ ~ * . ~
h (x,)=a ,onde a ¢ o argumento que minimiza 7, (a),isto ¢, ¥, (a ) = 2161/111{1;0 (a)} .

Como se pode escolher este a” na pratica? Utilizando a fungdo minimizadora de pena-

lidade definida abaixo.

Definicdo (minimizadora de penalidade): Diremos que uma fungao
M:U,., "> 4
¢ minimizadora da penalidade / sse, para cada ¥ = (y1, 2, ..., ¥u) < Y", 0 valor a =

M(y) tiver a seguinte caracteristica:

D ly.a)= riijl(Zl(yi,a)) -
i=1 i=1

Apresentamos a seguir trés exemplos de fun¢des minimizadoras de penalidade.

Exemplo (média aritmética): Sejam ¥ =4 = R ¢ seja a penalidade I(y, a) = (v - a)™.
Entdo, a fungdo M(y) ¢é a média aritmética de y.

Prova: Seja y = (y1, 2, ..., ¥» ). Queremos achar a € 4 que minimiza a seguinte fun-
¢do:

f(@)=@i-ay+ (2-a) + .+ (- @)’
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Ora, esta ¢ uma fun¢do de segundo grau. Calculando a sua derivada e igualando a zero,

acharemos um ponto de minimo (ja que o coeficiente de grau dois € positivo).
f@=-20n-a)-20n2-a)-...-2(yn-a) =0

A igualdade acima ¢ verdadeira quando a = (y; + y» + ...+ y,) / n, ou seja, a média arit-

mética de y. u

Exemplo (mediana): Sejam Y = 4 = R e seja a penalidade /(y, a) = |y - a|. Ento, a
fungdo M(y) é a mediana de y. A mediana de uma seqiiéncia de n nimeros ordenados

¢ o valor central da seqiiéncia, se n ¢ impar e ¢ a média aritmética dos dois valores cen-
trais, se n ¢ par. Neste ultimo caso, qualquer numero que esteja situado entre os dois
valores centrais, inclusive, minimiza a penalidade.

Prova: Vamos demonstrar para o caso n par, pois quando n ¢ impar, a demonstragdo ¢

inteiramente similar. Seja, pois, ¥y = (1, )2, ..., 2 ) Uma seqiiéncia ordenada em or-

dem crescente. Queremos minimizar a fun¢ao f: [ y1, yam ] = R definida por:

f@)=y-al+y2-al + ..+ [y -4l
Esta fun¢d@o pode ser reescrita para a € [y}, yj+1 |, | <j < 2m-1 como:
f@=-01-a)-02-a)-...-(yj-a) + r1-a) + ... + (Vom - a)
f@=-0n+y+.+y)+@mt.tym)+(@j-2m)a
Calculando a derivada, temos:
f (@) = (2 - 2m)

Ora, a derivada acima ¢ negativa quando j <m, ¢ nula quando j=m e € positiva quan-
do j>m. Logo, a fungdo f ¢ decrescente no intervalo [ y;, y» |, ¢ constante no inter-
valo [ ¥m, ym+1] € € crescente no intervalo [ yu+1, yam |. Portanto, podemos concluir que

o minimo da func¢do ¢ atingido no intervalo [ vy, Vim+1 ]- [ |

Exemplo (moda): Sejam Y= A4 = R e seja a penalidade tipo “acerto ou erro”

0 sey=a
l(y,a):{ .

1 cc
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Entdo, a funcdo M(y) é a moda dos y € y. A moda de uma seqiiéncia de numeros ¢ o

valor que ocorre com maior freqiiéncia. Observe que a moda pode ndo ser Unica. A de-

monstracdo deste resultado ¢ imediata.

Exemplo (média aritmética vetorial): Sejam Y= 4 = R" e seja a penalidade I(y, a) =
(”y - a”2 )2 . Entdo, a fungdo M(y) ¢é a média aritmética vetorial de y, ou seja,
M(y)=1/n) i +y2+ .t ).

Prova: Seja y = (y1, )2, ..., ¥n ). Queremos achar a € R" que minimiza a seguinte fun-

¢do:

S (11— alj)) = i(i(y,-[j]—a[j])zj

i=1 j=1 j=1 \i=1

Yn _a”2)2 =

S(@=(ln —al,) +-+(

Isto ¢, para cada j, deve achar a[j] que minimize Z( yiljl—al j])2 . Mas pelo exemplo

i=1

L . R e ~ .
da média aritmética, sabemos que a[ j]= —Z ¥;[J] minimiza a expressdo acima, para
nio

todoj €[1...d]. u

Exemplo (mediana vetorial): Sejam Y= A4 = R" e seja a penalidade I(y, a) = || y—a|| -

Entdo, a fungdo M(y) ¢é a mediana de y coordenada a coordenada, ou seja,

M(¥)[j] = mediana(y;[j] + y2[j] + ...+ valj]), 1 <j<d.

Prova: Queremos minimizar a expressao abaixo:

Y 1) = Yl -l = X Yl -al ] = 3. Y Inlj1-al]

i=1 j=1 j=1i=1
Para cada j, a somatoria Z| AR j]| ¢ minimizada pela a[j]=mediana(y;[j] + y2[j] +
i=1

... valj]), conforme mostramos no exemplo da mediana. u

Exemplo (moda vetorial): Sejam Y= 4 = R" e seja a penalidade tipo “acerto ou erro”
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0 se y=a
1 cc

l(y,a)={

Entdo, a fungdo M(y) ¢ amoda dos y € y. A demonstrago deste resultado ¢ imediata.

Uma vez definida a fun¢cdo minimizadora de penalidade, estamos em condi¢des de ge-

neralizar a consisténcia.

Definicio (consisténcia generalizada): Diremos que um algoritmo A’
U,., Z" — H ¢ consistente para um problema de aprendizagem generalizada (ou de
otimizagdo generalizada) sse, para uma amostra de qualquer tamanho Zz :

C.(x) é uma seqiiéncia ndo-nula = A" (Z)(x) = M(C!(x)).

Os dois resultados abaixo demonstram que um algoritmo consistente ¢ uma solugdo

PAC do problema de aprendizagem generalizado toda vez que o espago # for finito.

Teorema 3.4 (algoritmo consistente = otimizacdo PAC): Todo algoritmo de apren-

dizagem consistente A" : U _, Z” - com um problema de otimizagdo generalizada

m=1

(X, Y, A, 7 Z {L_}) éuma solugio PAC.

Prova: Seja A" um algoritmo consistente ¢ seja dada uma amostra de treinamento Z .

Seja he (z) aregra de decisdao o6tima. Para demonstrar o que se pede, basta provar que
F (AT (D)) =T, (" (E)x,), Vx, X

Pois, nesse caso, para todo >0,

R, an(P)= S LEAE)PE) = P {z ez d(F, . (O (D)2 s} ~0,

zez™

e A" serda PAC. Para isso, observe que, Vx, € X, a seguinte igualdade vale:

7 (" (2)(x,) = min{, (a)}=mip{ > la,y) Cz(xo)}
yeCi (x,)

Por outro lado,
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C.(x,)

FAE),) =F (MC(x,)))= D UMCE(x,)),») /

yeCi(x,)
Pela defini¢do da fun¢@o minimizadora de penalidade, quando a = M(C? (x,)), a ex-

pressao abaixo torna-se minima:

> la,y).

yec? (x,)

Conseqtientemente, 7, (A" (2)(x,)) = F, (E "(E)(x,)) - u

Corolirio (aprendizagem consistente = PAC): Todo algoritmo A" : U, ., 2" — H
consistente com um problema de aprendizagem generalizada (X, Y, 4, H 7 {L})¢

uma solugio PAC, quando HH for finito.

Prova: Sabemos que um algoritmo consistente A" ¢ uma solugdo PAC do problema de

otimizagdo (7). Também sabemos, pelo Corolério do 3, que toda solugdo PAC de um

problema de otimizac¢do generalizada também ¢ uma solucdo PAC do problema de a-

prendizagem associado, sempre que HH for finito. u

Corolario (complexidade de aprendizagem consistente): Um algoritmo de aprendi-
zagem consistente A" tem a seguinte complexidade de amostra para JH finito.

M2

2
€

m0(8,8)=0( (log|5—[[+log%)j

Prova: No 1, provamos que:
P (2)=7(2)
Portanto, utilizando as idéias do 1, temos:

2‘5—[‘ exp[— ZmOSZ/MZ] <d

-2mg’ 8
w “‘(z\g{\}

m, < %j(ln(Z‘}[ )-1n(3))
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Com isso concluimos:

mO(S,S)=O(£;(10g|5{|+10g%)) [
€

Quando o conceito de consisténcia generalizada ¢ aplicada ao modelo de Valiant, obte-
mos o conceito de consisténcia classica. Pois, para que um algoritmo A" seja consisten-
te com um problema de aprendizagem generalizado exigimos:

C.(x) é uma seqiiéncia ndo-nula = A" (Z)(x) = M(C!(x)).
Ora, no modelo de Valiant, quando C.(x) ¢ uma seqiiéncia ndo-nula, todos os elemen-
tos de C?(x) sdo iguais, digamos y. Isto faz com que M( C? (x) ) seja obrigatoriamente

y. Isto mostra que a consisténcia generalizada, conforme definimos, de fato generaliza a

consisténcia classica.

3.3 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos o modelo de aprendizagem computacional PAC generali-
zado (modelo de Haussler) que servira de suporte tedrico para a aprendizagem do ope-
rador morfologico. Em muitos pontos, detalhamos a exposi¢cdo mais que no artigo origi-
nal, para facilitar a compreensdo das idéias. Introduzimos a fun¢do minimizadora de
penalidade e estendemos o conceito de consisténcia do modelo de Valiant para o de
Haussler. Utilizaremos nos capitulos seguintes a consisténcia para mostrar a convergén-

cia do processo de aprendizagem de operador.



4 Aprendizagem de Operador

4.1 Introducao

Apresentamos a morfologia matematica no capitulo 2 e a aprendizagem computacional
no capitulo 3. No capitulo presente, utilizando como base tedrica a morfologia matema-
tica e a aprendizagem computacional, descreveremos a constru¢do automatica de opera-
dores morfologicos. Como vimos no primeiro capitulo, a morfologia matematica apre-
senta duas dificuldades praticas quando procuramos aplicéd-la num problema real de

processamento de imagem.

A primeira dificuldade ¢ o projeto do operador morfologico, isto ¢, a escolha do opera-
dor mais adequado entre um nimero muito grande de candidatos para resolver um pro-
blema determinado. Como vimos no capitulo 1, alguns trabalhos propdem utilizar as
técnicas de inteligéncia artificial ([Schmitt, 1989a], [Schmitt, 1989b]) e outro um siste-

ma especialista nebuloso ([Kim et al., 1997]) para facilitar o trabalho do usuario.

Nesta tese, estamos interessados numa outra abordagem: expressar o conhecimento do
usuario através de exemplos da tarefa que se deseja executar ([Dougherty, 1992a],
[Dougherty, 1992b], [Loce, 1993], [Barrera et al., 1995], [Tomita, 1996] e [Harvey and
Marshall, 1996]). Para que o projeto automatico do operador possa ser utilizado ampla-
mente ¢ necessario que os algoritmos de aprendizagem sejam eficientes, tanto do ponto
de vista do tempo como do espaco. Neste sentido, nenhum dos trabalhos anteriores ¢

plenamente satisfatorio, pois todos apresentam o problema de “explosdo combinatoria”.

Isto é, os algoritmos tém complexidade de tempo proporcionais & &% onde £¢ a quanti-
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dade de niveis de cinza da imagem e d é o tamanho da janela utilizada (aqui, tamanho

da janela, tamanho do elemento estruturante e dimensao do problema sdo todos sindni-

mos entre si).

Os trabalhos [Dougherty, 1992a] e [Dougherty, 1992b] ndo apresentam explicitamente
o algoritmo utilizado. Descrevem métodos de estimacao estatistica de operadores mor-
fologicos (bindrio e em niveis de cinza) que minimizam o erro quadratico médio. Nos
exemplos explicados mais extensamente, a distribuicao de probabilidade ¢ suposta co-
nhecida “a priori”, o que permite projetar o operador 6timo. Isto é, num exemplo cujo
objetivo ¢ eliminar o ruido, o modelo de corrupcao da imagem pelo ruido ¢ considerado
conhecido. E, nos exemplos onde a distribui¢do de probabilidade ¢ aparentemente con-
siderada desconhecida, o operador projetado ¢ aplicado na propria imagem utilizada
para o treinamento. Evidentemente esta abordagem ndo pode ser utilizada na pratica. A
seguinte afirmagao nao deixa duvidas sobre a natureza exponencial do método: “Embo-
ra a teoria estatistica que forma a base seja similar, a selecdo dos elementos estruturan-

tes 6timos € muito mais delicada (no caso de niveis de cinza). No caso binério, o nime-

ro de possiveis elementos estruturantes é 2<¢ cada um desses deve ser examinado. No

caso em niveis de cinza (com £ niveis de cinza) a busca pelos elementos estruturantes

otimos deve ser considerado cuidadosamente para achar uma cole¢do logica minima

sobre a qual efetuar a busca”.

A tese [Loce, 1993, pg. 141] afirma sobre o seu trabalho: “Embora os teoremas de erro
médio absoluto fornegcam um meio rapido para examinar o espaco de projeto do filtro, a
natureza combinatorial deste espago €, em geral, demasiadamente grande para uma bus-
ca exaustiva”. Esse trabalho tentou minimizar o tempo de busca restringindo o espago
de busca, porém sem conseguir fugir a explosao combinatoria. Esta tese afirma na in-
trodugdo: “A presente tese (...) desenvolve metodologias de projeto para filtros baseados
na morfologia com erro médio absoluto 6timo que sdo adequados para processar ima-

gens que sao binarias ou com poucos niveis de cinza (2 ou 3 bits/pixel)”. A metodologia
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apresentada por Loce ¢ adequada somente para imagens com poucos niveis de cinza

justamente por causa da explosdo combinatoria.

Os trabalhos [Barrera et al., 1995] e [Tomita, 1996] apresentam um algoritmo denomi-
nado ISI-2 que demorou 56.858 segundos (aproximadamente 16 horas) para projetar um
operador bindrio a partir de 13.966 exemplos sem repeticdo (Tabela 4.1) com janela
tamanho 49. Enquanto isso, 0 mesmo algoritmo levou apenas 5 segundos para resolver
um outro problema com janela tamanho 12. Certamente, este stibito aumento de tempo

de processamento deve ser atribuido a explosdo combinatoria.

Algoritmo | Tamanho da | Tamanho da | Tamanho da | Tamanho do| Tempo de | Tempo de
janela imagem amostra |operador em | treinamento |aplicagdo em
amostra em | eliminando bytes em segundos| segundos
pixels exemplos
idénticos
1. Cortes 12 65.341 1.918 15.444 1 2%
2. ISI1-2 12 ? 1.386 55.672 5 ?
3. Cortes 49 65.341 27.486 220.284 4 S5*
4. IS1-2 49 ? 13.966 620.352 56.858 ?

Tabela 4.1: Comparacao de desempenho do algoritmo de cortes com ISI-2. Os dados da
linha 1 foram obtidos na aplicag@o da °X.g. Os da linha 3 foram obtidos na aplicagdo da
*R.h. Os dados de desempenho do algoritmo ISI-2, das linhas 2 e 4, foram transcritos do
artigo [Barrera et al., 1995].

Como nao dispomos nem do programa nem das imagens utilizadas em [Barrera et al.,
1995], as aplicagdes comparadas ndo sdo as mesmas. O algoritmo ISI-2 foi executado
num computador Sparc Station 2 e o algoritmo de cortes num Pentium 100 MHz.

Observe que escolhemos aplicagdes com tamanho de amostra maior que aquela utili-
zada para testar o ISI-2. Mesmo assim, para uma dimensdo grande e um tamanho de
amostra relativamente grande (linhas 3 e 4), o algoritmo de cortes foi mais de 10.000
vezes mais rapido e gastou 3 vezes menos memoria.

? Indica que ndo dispomos destes dados.

* Tempo gasto para aplicar o operador numa imagem 480 x 512.
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O artigo [Harvey and Marshall, 1996], que utiliza um algoritmo genético para projeto
de operador, ndo faz referéncias a eficiéncia do seu algoritmo mas analisando-o pode-se
chegar a conclusdo de que também apresenta o problema da explosdo combinatdria.
Além disso, o operador obtido por este método tem “otimalidade restrita”, isto €, o mé-
todo converge para um operador 6timo dentro de uma classe restrita de operadores, por
exemplo, as combinac¢des de duas erosdes e duas dilatagcdes 5x5. Nao se conhece o

quanto esta otimalidade restrita esta proxima da otimalidade global.

O problema da explosdo combinatoéria ndo ocorre no algoritmo de cortes, proposto neste

capitulo e publicado resumidamente em [Kim, 1997]. O algoritmo de cortes gasta tempo
O(ctin 1og m), onde ¢ a dimensdo do espaco das instincias e m ¢ a quantidade de e-

xemplos de treinamento. Em alguns testes praticos, utilizando inclusive uma amostra de
tamanho maior, o algoritmo de cortes foi cerca de 10.000 vezes mais rapido que o algo-
ritmo ISI-2 descrito nos trabalhos [Barrera et al., 1995] e [Tomita, 1996] e gastou 3 ve-
zes menos memoria (Tabela 4.1). Observe que o teste ndo foi feito com aplicagdes idén-
ticas, pois ndo dispomos nem do programa nem das imagens utilizadas nos trabalhos

citados.

O algoritmo de cortes representa um operador como uma arvore binaria que denomina-
mos de arvore de cortes. Esta estrutura de dados ¢ bastante semelhante a kd-arvore pu-
blicada nos artigos [Bentley, 1975] e [Friedman et al., 1977] e apresentada nesta tese no
capitulo 5 e no anexo E. A kd-arvore fornece um operador mais preciso gastando, po-

rém, mais tempo de processamento que a arvore de cortes.

Como ja afirmamos, esta tese utiliza como base tedrica a morfologia matematica para
reticulados completos. Isto faz com que os algoritmos descritos nesta tese possam ser
aplicados para praticamente todos os tipos de imagens: bindrias, em niveis de cinza,
coloridas, multi-espectrais, animagdes, tridimensionais, etc. Isto ndo ocorre com os tra-
balhos anteriores, pois [Dougherty, 1992a], [Dougherty, 1992b] e [Loce, 1993] traba-
lham com as teorias especificas para operadores binarios € em niveis de cinza. O algo-

ritmo descrito em [Barrera et al., 1995] e [Tomita, 1996] s6 projeta operadores binarios.
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O artigo [Harvey e Marshall, 1996] trabalha com base tedrica em niveis de cinza, apesar
de que aparentemente nao haveria grande dificuldade em estender a técnica por eles

apresentada para reticulados completos.

Um operador projetado manualmente dificilmente ¢ composto por mais de algumas de-
zenas de operadores elementares. Projetando automaticamente um operador morfologi-
co, muitas vezes o operador resultante ¢ composto por centenas de milhares de operado-
res elementares. Evidentemente, estd fora de questdo tentar projetar manualmente um
operador desse tamanho. Assim, esses operadores gigantes sO sdo possiveis de serem
gerados por um processo automatico. Por outro lado, a criagdo automatica faz aparecer
um outro problema, inexistente quando o projeto ¢ manual. Aplicar um operador com-
posto por centenas de milhares de operadores numa imagem requer um tempo computa-
cional proibitivo. Esta ¢ a segunda dificuldade para utilizar a morfologia matematica: o

tempo necessario para aplicar um operador gigante numa imagem.

Suponha, como costuma acontecer num computador Pentium 100 MHz, que leve 4 se-
gundos para aplicar um operador elementar, como uma erosdo ou uma dilatacdo com
elemento estruturante (tamanho da janela) 2x2, a uma imagem colorida com, por exem-
plo, 480 x 621 pixels. Entdo, técnicas convencionais gastariam pelo menos 400.000
segundos, ou aproximadamente quatro dias, para aplicar 100.000 erosdes. Pois as técni-

cas convencionais tém complexidade O(dn), onde d é niimero de bandas da imagem

vezes o tamanho do elemento estruturante, ¢/ ¢ o nimero de operadores elementares e n ¢
o numero de pixels da imagem a ser processada. Enquanto isso, aplicar um operador
composto de mais de 100.000 operadores elementares representado como uma arvore de
cortes gastou apenas 8 segundos (1), pois este algoritmo tem complexidade O(n log 7).
Todos os tempos de processamento desta tese foram medidos num computador Pentium

100 MHz.

O artigo [Jones and Svalbe, 1994a] utiliza “look-up table” para aumentar a velocidade

dos operadores morfologicos. Porém, a idéia deles s6 pode ser utilizada no processa-
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mento de imagens binarias. A arvore de cortes proposta e a kd-arvore podem ser utili-

zadas para acelerar processamento de imagens nao necessariamente binarias.

Os trabalhos [Barrera et al., 1995] e [Tomita, 1996] utilizam o modelo PAC classico
para formalizar a aprendizagem computacional. Isso restringe o campo de trabalho a
operadores bindrios apenas. Além disso, ndo permite lidar com exemplos que possuam
conflitos. Nesta tese, a construcao do operador pela aprendizagem esta formalizada uti-
lizando o modelo PAC generalizado (modelo de Haussler). O uso do modelo de Hauss-
ler d4 uma sustentagdo tedrica solida que permite formalizar a aprendizagem de opera-

dores nao-binarios assim como lidar com conflitos.

Ao contrario dos capitulos anteriores, daremos neste uma énfase aos aspectos algoritmi-

cos, de estruturas de dados e de andlise da complexidade computacional.

4.2 Problema de Aprendizagem de Operador

4.2.1 Descricao Informal

Nesta subse¢do, vamos descrever informalmente o processo de constru¢do de um ope-
rador morfoldgico pela aprendizagem computacional. A 1 ilustra este processo. Para
simplificar a notag¢do, suporemos que a colecdao de imagens de treinamento consiste num
Unico par de imagens entrada-saida, denotados 4™ (amostra de entrada) e A” (amostra de
saida). Observe que quando a amostra consiste de mais de um par de imagens, podemos
imaginar que “grudamos” todos eles para obter um unico par de treinamento, com um

envoltorio de alguns pixels de cor de fundo.
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i

s P

(4.1.a) Exemplo de entrada A", (4.1.b) Exemplo de saida 4.
297 x 442 pixels, 3 bytes por pixel. 297 x 442 pixels, 3 bytes por pixel.

s

4.l.c) Imagem a ser processada Q*. (4.1.d) Ime ideal 0"
480 x 621 pixels, 3 bytes por pixel. 480 x 621 pixels, 3 bytes por pixel.

ns e N
(4.1.e) Imagem processada QF utilizando janela 2x2.
Tempo de treinamento: 22 s. Tempo de aplicagdo: 8 s.
Tamanho do operador: 1.201.022 bytes. Numero de int-primitivos: 100.073.

Figura 4.1: Existe um filtro digital supostamente desconhecido (“find edge” do Adobe
Photoshop 3.0) que, processando a imagem 4.1.a, fornece a imagem 4.1.b. Utilizando as
imagens 4.1.a e 4.1.b como exemplos de treinamento, o algoritmo de cortes constroi o
operador que emula o filtro desconhecido. Este operador, quando aplicado a imagem
4.1.c, fornece a imagem 4.1.e. A imagem 4.1.d ¢ o resultado da aplicagdo do filtro “find
edge” original na imagem 4.1.c.
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Amostra de

entrada
AX

A ser

Amostra de
saida
Ay

Saida ideal
desconhecida

Qy

processado

QX

Imagem
processada

oF =¥(0%)

Figura 4.2: Esquema de construg¢ao de operador pela aprendizagem
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4.3 ) ‘Amostra de entrada A",
51 x 151 pixels, 1 byte por pixel.

(4.3.b) Amostra de saida 4.
51 x 151 pixels, 1 byte por pixel.

(4.3.c) Irng ser rcessado .
256 x 256 pixels, 1 byte por pixel.

(4.3.d) Imagem processada QP pelo algo- (4.3.¢) Saida ideal desconhecida Q°.

ritmo de cortes usando janela 2x2.

Figura 4.3: A imagem 4.3.c estd corrompida pelo ruido conhecido como “sal e pimen-
ta”. Usando as imagens 4.3.a e 4.3.b como amostras de treinamento, o algoritmo de
cortes aprende o comportamento do ruido e constréi um operador morfologico que o
elimina. Este operador, quando aplicado na imagem ruidosa 4.3.c, gera a imagem filtra-
da correspondente 4.3.d. Esta imagem ¢ semelhantes a saida ideal desconhecida 4.3.e.
No capitulo 5 esta mesma aplicagao ¢ explicada mais detalhadamente.
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Supde-se existir uma distribuicdo de probabilidade desconhecida que gera as imagens
A" e A’. A mesma distribui¢do gera o par de imagens Q" (imagem a ser processada) e Q¥
(saida ideal). A imagem Q" é considerada desconhecida, isto é, ndo temos acesso a ela.
A partir das amostras 4" e 4%, queremos achar um operador morfologico ¥ tal que, dada
a imagem a ser processada O, gere a imagem processada O = W(Q") de modo que O

seja “provavelmente semelhante” a imagem ideal Q¥ desconhecida.

Para facilitar a compreensao deste processo, veja um exemplo de aplicacdo concreta na
1. Queremos eliminar os ruidos da imagem em niveis de cinza Q" (c). Este processo po-
de ser dividido em duas etapas: treinamento e aplicagcdo. Na etapa de treinamento, re-
corta-se uma sub-imagem A* (a) de Q" (c¢). Suponha que dispomos de alguma maneira
desta mesma sub-imagem sem ruido ou que eliminamos o ruido manualmente obtendo a
imagem 4¥ (b). Um algoritmo de aprendizagem ird construir automaticamente um ope-
rador que transforma a sub-imagem ruidosa 4™ (a) na sub-imagem sem ruidos 4 (b). A
etapa de aplicagdo consiste em aplicar o operador obtido na fase de treinamento & ima-
gem ruidosa Q" (c), obtendo a imagem filtrada QP (d). Compare esta com a imagem
ideal sem ruidos Q" (e) considerada desconhecida. Podemos verificar que a eliminagdo
de ruidos foi bastante boa. No capitulo 5, esta mesma aplicagdo pode ser vista utilizando
janelas de tamanhos diferentes, assim como comparada com a imagem obtida pelo algo-

ritmo kd-arvore.

4.2.2 Formalizacao

Uma vez que tivemos, na subsecao anterior, uma visdo informal do problema que que-
remos resolver, vamos formaliza-lo nesta subsecdo. No anexo D, a aprendizagem ope-
racional esta colocada no contexto da teoria da estimacdo estatistica. As defini¢cdes da
imagem digital, cor de fundo e suporte ja foram apresentadas no capitulo 2. Sejam (£,

+) um grupo abeliano e L* e L dois reticulados arbitrarios. Entdo as cinco imagens di-

gitais envolvidas no processo de aprendizagem de operador sdo definidas matematica-

mente como cinco fungoes:
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A0 e (LN e A4,0° 0% e (MY
Consideraremos que y(A")=7(Q") e denotaremos esta cor, a cor de fundo das imagens
de entrada, por y*. Da mesma forma, consideraremos y(A4")=y(Q")=y(Q?) e denota-
remos esta cor, a cor de fundo das imagens de saida, por y*. Consideraremos o suporte
das imagens A™ e 4" iguais e o denotaremos como S(A)=S5(4")=5(A4"). Além disso,

denotaremos a sua cardinalidade por m=|5(A)|. Da mesma forma, S(Q) = S(Q") =

S(Q") = S(Q") e n=[S(Q).

Para continuar a formalizagdo do problema, faremos mais uma série de suposigdes.
Primeiro, para ndo sobrecarregar desnecessariamente a notagdo, suporemos L* = LY e
denotaremos esse reticulado como L. Observe que esta suposi¢do tem como Unica fina-
lidade simplificar a notagao, pois os resultados continuam idénticos sem ela. Segundo,
supomos que L é um produto de Zcadeias limitadas, pois isto ¢ verdade em praticamen-
te todas as imagens digitais reais de modo que ndo estamos restringindo o problema na
pratica. Também suporemos que todas as Z cadeias limitadas sdo iguais e assim pode-
mos escrever £=K". Esta suposi¢do tem por finalidade ndo criar, sem necessidade, in-
dices em excesso. Como qualquer cadeia K possui um isomorfismo com qualquer in-
tervalo de nimeros inteiros com £=K] elementos, suporemos que K = [0... #1]. Com

estas suposi¢des, podemos escrever: A%, 0%, 4%, O, 0¥ e (K9~

Como observamos no capitulo 2, o objetivo deste trabalho ¢ o projeto automatico de W-
operadores. Suponha que uma janela W = (W,, W, ..., W,,) € E” foi escolhida de algu-

ma forma. A escolha da janela apropriada leva mais rapidamente a um resultado melhor.

No capitulo 5, discutimos a escolha da janela conveniente.

Uma vez fixada uma janela W e restringindo o espaco dos operadores a W-operadores,

a aprendizagem do operador pode ser encarada como aprendizagem da fungao caracte-
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ristica do W-operador, pois um W-operador ¢ univocamente determinado pela sua fun-

¢ao caracteristica.

Cada pixel p de 4%, juntamente com os seus pixels vizinhos que pertencem a janela W +
p, isto é, W transladada a p, formam um ponto a* no espago K% onde Z=/Hw ¢ a di-
mensdo do dominio da fungdo caracteristica:

a*=(A"W, + p), AW, + p),..., A" (W, + p)).

A AY

Figura 4.4: Geragao da amostra de treinamento a
a partir de imagens em niveis de cinza A™ e 4* usando uma janela 1 x 2.

Evidentemente, se para algum j, W,+p ndo pertence ao suporte de AY, isto €,
W,+p &S(A") entdo o valor 4*(W,+ p) deve ser considerado como a cor de fundo

das imagens de entrada y*. Para cada ponto a* assim obtido, existe um valor de saida

associado a* e XK a cor correspondente na imagem de saida 4. A 11 ilustra este pro-
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cesso. Denominaremos estas informagdes como amostra de treinamento ¢ denotaremos

como:
- _ X _y X .y — d b\m
a= (al""’am) - ((al 4y )""’(am’am))? a E(K X K ) .
Também denotaremos:
-X _ X X —X g{'tf m
a =(a;,...,a,), a €(XK") e
~ ~ 6
a’=(al,...,al), a’'e(X’)".
A seqiiéncia @ sera usada como a amostra de treinamento do algoritmo de aprendiza-

gem.

De forma anéloga, as imagens Q% ¢ 0" formam n pontos no espago KT x Kb que de-
notaremos como:

q=41>---9,)=((4),4))s----(4,-9,))
Também definimos analogamente ¢* (seqiiéncia a ser processada) e ¢ (saida ideal

desconhecida).

Suporemos que existe uma distribuicio de probabilidade conjunta P em K“ x K’ que

gera independentemente cada elemento das seqliéncias @ e¢ g . Com isso, podemos re-

€SCrever O procesSso Como:

a) Etapa de treinamento: Sio dadas as imagens de treinamento 4%, 4* e uma janela
W . Estes dados podem ser vistos como uma amostra de treinamento @ . Cada ele-
mento (a*,a’) €a ¢ imaginado como tendo sido gerado independentemente por uma
distribui¢do de probabilidade conjunta P desconhecida. Um algoritmo de aprendiza-

gem A recebe a amostra de treinamento d e constroi a fungdo caracteristica y =

A(ad). A fungdo y e a janela W juntos representam um W-operador .

b) Etapa de aplicaciio: Sdo dadas a janela 7 (a mesma da etapa anterior) e a imagem

a processar Q". Além disso, existe uma imagem de saida ideal Q" desconhecida. Es-

tes dados (O, W e 0%) podem ser vistos como uma seqiiéncia ¢ . Suporemos que a
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mesma distribui¢ao P da etapa de treinamento ¢ responsavel pela geragdo indepen-

dente de cada elemento (¢*,¢") € g . O algoritmo de aplicagdo calcula ¢* = y(g")
para cada ¢g*, gerando a imagem processada QP. Se o processo de aprendizagem foi

“bom”, cada valor ¢ sera “proximo” ao valor de saida desconhecida ¢” .

Com as idéias expostas acima, estamos em condic¢des de escrever o problema de apren-

dizagem do operador como um problema de aprendizagem do modelo de Haussler:

Definicdo (problema de aprendizagem de W-operador): Um problema de aprendi-
zagem de W-Operador ¢ um problema de aprendizagem generalizado do modelo de

Haussler onde

(X, Y, 4, H L) = (K K, K, K> K7, Z L),

Com esta defini¢do, todos os resultados que obtivemos no capitulo 3 para problema de

aprendizagem generalizado poderao ser utilizados aqui.

4.2.3 Complexidade de Amostra

No capitulo 3, demonstramos que a complexidade de amostra de um algoritmo de a-

prendizagem consistente ¢€:

m, (€,8) < %j(ln@}[ )~1n(3))

A complexidade de aprendizagem acima ¢ util para demonstrar a convergéncia tedrica
do processo de aprendizagem. Porém, convém observar que esse tamanho de amostra
my estd muito além de qualquer amostra possivel de ser obter na pratica. Para nos certi-
ficarmos disso, vamos considerar um problema pratico, por exemplo o da 1, onde que-

remos aprender um operador com 256 niveis de cinzas com janela de tamanho 4. Entao,

In(|H|) = In(| Y1) = K |In(| K"|) = (256*) In(256) = 2,3816x 10"
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Supondo, &¢=0,1, 6=0,1, M=1, obtemos m < 1,1908x10". Isto significa que precisamos
alimentar o algoritmo de aprendizagem com 3,876x10° pares de imagens 480x640! Ora,

esta fora de questdo tentar obter tal quantidade de imagens de treinamento.

Podemos afirmar que ndo existe nenhum estudo tedrico que forneca uma complexidade
de amostra que possa ser utilizado na pratica tanto para o problema que estamos tratan-
do assim como para um problema de aprendizagem de Haussler em geral. Assim, infe-
lizmente, devemos nos contentar com os resultados tedricos que mostram a convergén-
cia para um nimero astrondmico de amostras € as experiéncias praticas que mostram

que a convergéncia se da muito antes de atingir esse nimero.

Um fator que torna a convergéncia pratica da aprendizagem do operador mais rapida
que a convergéncia tedrica € o seguinte: duas cores que sao muito “semelhantes” entre
si sdo dificilmente distinguiveis assim como dois pedacos de imagens “parecidos” entre
si parecem ser iguais. Assim, qualquer operador util deve levar duas cores semelhantes
(ou duas configuragdes de pixels semelhantes numa janela) a duas saidas também seme-

lhantes.

Vamos fazer algumas suposicdes e contas para que esta idéia fique mais clara. Conside-
re que estamos trabalhando com imagens com 256 niveis de cinza mas que somente 16
niveis de cinza sao distinguiveis a visdo de um ser humano. Trabalhando com janela de
tamanho 4, temos:

In(|H|) = In(|Y]*") =| K/|In(| K"|) = (16*) In(16) = 1,817 x 10
Supondo, como no exemplo anterior, £=0,1, §=0,1, M=1, obtemos my < 9,085x10°. Isto
significa que precisamos alimentar o algoritmo de aprendizagem com 30 pares de ima-

gens 480x640. Ora, isto ja é algo mais factivel.

Outro fator que reduz, na pratica, a complexidade de amostra ¢ o fato de grande parte do
espaco das instancias ter probabilidade proxima a zero de aparecer. Falando informal-
mente, através de exemplos, se a nossa aplicagdo visa reconhecer letras romanas, ¢ de se

esperar que nunca aparegam caracteres arabes ou chineses nas imagens de entrada. Ali-
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as, se isto ocorresse, qualquer saida gerada pelo sistema seria satisfatoria. Ou entdo, se a
aplicacdo ¢ reconhecer falhas em circuitos impressos, podemos desprezar o comporta-

mento do sistema quando a imagem de entrada ¢ uma micro-fotografia do mtsculo car-

diaco. Isto reduz na pratica a cardinalidade do espaco das instincias A” 0 que conse-

qiientemente reduz a cardinalidade do espago dos operadores J{. Levando este fator em

consideragao, pode-se esperar que a complexidade de amostra diminua ainda mais.

Em resumo, a complexidade de amostra tedrica s6 serve como uma demonstragdo da
convergéncia do processo de aprendizagem para amostras de tamanho muito grande.
Numa aplicacdo pratica, a complexidade de amostra deve ser estimada empiricamente,
pois ndo ha nenhum resultado tedérico que permita estima-lo com a devida acuidade. E
de se esperar que ndo exista estimativa precisa, uma vez que ndo conhecemos a distribu-
icdo P. A medida em que restringimos o espaco das distribui¢des de probabilidade P, é
possivel estimar mais precisamente a complexidade de amostra. Observe que os dois

fatores que diminuem a complexidade, citados acima, no fundo restringem o espaco 2.

4.2.4 Analise de Complexidade de Tempo

Conforme descrevemos na subse¢do anterior, uma analise de complexidade de aprendi-
zagem em fungdo de € e § ¢é util para demonstrar a convergéncia tedrica, mas ndo permi-
te afirmar se um algoritmo de aprendizagem ¢ mais rapido ou lento que um outro, pois
dois algoritmos podem gastar diferentes tempos de processamento para amostras de

treinamento de tamanhos iguais.

Portanto, analisaremos a complexidade computacional dos algoritmos em fun¢do do

tamanho de amostra de treinamento m e tamanho da seqiiéncia a ser processada 7, num

espago das instancias de dimensdo « Quando necessario também utilizaremos o para-

metro 2, a dimensdo do espaco de saida.
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4.3 Algoritmos de Aprendizagem

Na ultima se¢do definimos o problema de aprendizagem de W-operador, a complexida-
de de amostra da aprendizagem na teoria e na pratica e o critério para analisar a com-
plexidade de tempo dos algoritmos. O objetivo desta se¢do ¢ achar algoritmos de apren-
dizagem eficientes que tenham a garantia de convergéncia. Vimos no capitulo 3 que
PAC ¢ uma garantia de convergéncia. Também vimos que todo algoritmo consistente ¢

PAC. Relembrando a defini¢do de consisténcia do modelo de Haussler, dizemos que um

algoritmo A" ¢ consistente para um problema de aprendizagem de W-operador se,

C.(¢") éuma seqiiéncia ndo-nula = A" (a@)(g*) = M(CY(q")).

A fungdo minimizadora de penalidade M e a subseqiiéncia coincidente C estdo defini-

das no capitulo 3.

Os tempos de processamento dos algoritmos foram medidos num computador Pentium
100 MHz com 32 MBytes de memoria. Outros detalhes de implementagdo sdo apresen-

tados no capitulo 6.

4.3.1 Algoritmo Forca Bruta Consistente

Existe um algoritmo consistente 6bvio que denominamos de “forca bruta”. Este algo-
ritmo procura exaustivamente, para cada elemento ¢* da seqiiéncia a ser processada g*,
a amostra de treinamento (a*,a’) €d tal que ¢* = a". Se existir tal elemento, a saida do

operador sera a”. Sendo, define-se um valor arbitrario, por exemplo 0, como saida.

Abaixo, descrevemos esse algoritmo numa linguagem semelhante a Pascal. As estrutu-

ras de dados que utilizaremos sao:

1. type
2. Kd = array [1l..d] of byte;
3. Kb = array [l..b] of byte;
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~ o U1 >

exemplo = record
x:Kd;
y:Kb;

end;

Isto é, denotaremos por Kd o produto de cadeias K<, por kb o produto de cadeias K’ e

por exemplo um ponto do espago KExKP. 0 algoritmo ¢ descrito abaixo, onde o

vetor a indica a amostra de treinamento @ ¢ os vetores gx € gp indicam respectiva-

mente as seqiliéncias g* ¢ g°.

O J oy Ul wNRE

[ e N S S S S Vo)
O™ WN O

procedure FBConsistente (
var a:array [l..m] of exemplo;
var gx:array [l..n] of Kd;
var gp:array [l..n] of Kb);
var coincidente:seqiiéncia de Kb; i,Jj:integer;
begin
for i:=1 to n do begin
coincidente:=seqiiéncia vazia;
for j:=1 to m do
if a[j].x=gx[i] then

Insira a[j]l.y no final de coincidente;

if coincidente<>seqiiéncia vazia
then gp[i] :=minimizadora (coincidente)
else gp[i]:=0;
end;
end;

A fun¢do minimizadora (coincidente) calcula a fungdo minimizadora de penalidade

da seqiiéncia coincidente. O valor 0 indica o elemento minimo de Kb.

Se as amostras de treinamento sdo geradas por um W-operador ¥ e se temos exemplo(s)

de cada ponto do dominio entdo o procedimento acima ird gerar uma representagao por

intervalos exata do ¥. Vamos analisar agora a complexidade do algoritmo forca bruta

consistente:
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(4.5.a) Imagem obtida (Q") processando a (4.5.b) Imagem ruidosa Q" a ser proces-
imagem 4.3.c pelo algoritmo forca bruta sada
com exemplos de treinamento 4.3.a ¢ 4.3.b
(Janela 2x2). Compare-a com a imagem
4.3.d.
Tempo de processamento: 2.806 s.

(4.5.c) Imagem processada QP utilizando o (4.5.d) Imagem processada Q utilizando
operador 2x2 (algoritmo de cortes) obtido as imagens 4.3.a ¢ 4.3.b como exemplos
das amostras 4.3.a e 4.3.b. de treinamento (forca bruta, janela 2x2).

Tempo de processamento: 1s. Tempo de processamento: 2.806 s.

Figura 4.5: Comparagdo do algoritmo de cortes com algoritmo forca bruta consistente.
Observe que o algoritmo forga bruta, apesar de possuir a garantia de convergéncia tedri-
ca (PAC), ndo pode ser utilizado na pratica, pois a convergéncia ¢ muito lenta. Isto pode
ser comprovada pela baixissima qualidade das imagens processadas.
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Proposicio 4.1 (FBConsistente): O algoritmo FBConsistente acima tem complexi-

dade de tempo O(mn .
Prova: O teste de igualdade da linha 10 leva tempo O(<Z. Essa linha repete-se O(mn)

vezes. Logo, todo o algoritmo demora O(mn . u

Observe que a saida de uma instincia ¢* do algoritmo FBConsistente € 0 quando
ndo existem exemplos de treinamentos idénticos ao ¢*. Isto faz com que a convergéncia
do algoritmo seja muito lenta, impossivel de ser utilizado na pratica (veja a v). Num
caso desses, o algoritmo de cortes da proxima subsecdo ird aproximar a saida da instan-
cia ¢* para a saida de uma instancia conhecida “mais ou menos proxima” de ¢* ¢ o algo-
ritmo do vizinho mais proximo ird aproxima-lo para a saida do verdadeiro exemplo

mais proximo.

4.3.2 Arvore de Cortes

Na subsecdo anterior, descrevemos o algoritmo for¢a bruta onde as etapas de treinamen-
to e aplicagdo sio feitas a0 mesmo tempo gastando tempo O(c#im). Nesta segdo apre-
sentaremos um outro algoritmo consistente, denominado algoritmo de cortes, cujo tem-

po de treinamento é O(«n log m) e o tempo de aplicagdo é O(n log m) resultando na

complexidade total O((c#m + n) log m). Observe que este resultado tedrico indica que o

algoritmo de cortes ¢ muito mais rapido que a forca bruta. De fato, o algoritmo de cortes
gastou apenas 1 segundo de treinamento e 1 segundo de aplicagdo para resolver um pro-
blema onde a forga bruta gastou 2.806 segundos (V). As imagens envolvidas nesse
problema eram pequenas e as diferengas de desempenho entre os dois algoritmos ten-

dem a aumentar ainda mais a medida que as imagens tornam-se maiores.

Uma arvore de cortes s6 pode ser construida para mapeamentos entre produtos de ca-
deias. Mas, como j4 observamos no capitulo 2, isto ndo constitui uma limitagado na pra-

tica.
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O algoritmo de cortes utiliza a int-particdo definida no capitulo 2 para representar um
operador (a int-particdo esta definida no capitulo 2). Para acelerar o algoritmo, a int-
parti¢do ¢ representada como uma arvore binaria que denominamos de drvore de cortes.
Nem toda int-particdo pode ser representada como uma arvore binaria mas qualquer
mapeamento entre dois produtos de cadeias possui uma int-particdo que pode ser arma-

zenada numa arvore.

Do ponto de vista algoritmico, esta fun¢do foi originalmente inspirada no Median Cut
Algorithm utilizada para escolher uma paleta para uma imagem colorida descrita em
[Heckbert, 1982]. No problema de escolha de paleta, dada uma imagem colorida com,
por exemplo, 16 milhdes de cores (3 bytes por pixel) deve-se escolher algumas cores
representantes, por exemplo 256 cores, de forma que quando cada cor de pixel da ima-
gem ¢ aproximada para uma das 256 cores representantes, tenhamos a menor erro meé-
dio provocado pela aproximagdo. Heckbert d4 uma solu¢do aproximada, porém rapida
para este problema, cortando recursivamente o espaco das cores por planos situados na
mediana. Depois de ter implementado a arvore de cortes, verificamos que esta ¢ muito
semelhante a kd-arvore ([Bentley, 1975], [Friedman et al., 1977] e [Preparata and Sha-
mos, 1985]). A kd-arvore ¢ utilizada para resolver a busca do vizinho mais préximo.
Neste trabalho, a kd-arvore esta descrita no capitulo 5 € no anexo E. No problema da

busca do vizinho mais proximo, sdo dados m pontos num espaco de dimensio d. Deve-

se construir alguma estrutura de dados tal que, quando n pontos adicionais forem dados,
possamos buscar rapidamente, para cada um deles, o seu vizinho mais préximo dentre

0s m primeiros pontos.

No algoritmo de cortes, um hiper-plano paralelo aos eixos do sistema de coordenadas
particiona o hiper-paralelepipedo K Este hiper-plano ¢é escolhido de modo que os pon-
tos da amostra sejam divididos em dois conjuntos com aproximadamente mesma cardi-
nalidade. Para cada um dos dois hiper-paralelepipedos assim obtidos, o processo de
particdo continua recursivamente, gerando mais e mais hiper-paralelepipedos. Este pro-

cesso para quando cada hiper-paralelepipedo contém somente pontos com o mesmo
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valor de saida ou pontos com a mesma coordenada em K“ (neste caso, temos um confli-

to).

A idéia de construir hiper-paralelepipedos contendo exemplos com saidas semelhantes
(podemos dizer, “clusters” de exemplos) ¢ interessante do ponto de vista pratico, pois
permitiria construir mais rapidamente operadores menores. Isto poderia ser conseguido
parando o processo de recursdo quando todos os exemplos de um paralelepipedo tive-
rem saidas “proximas” entre si. Porém, utilizando esta heuristica, do ponto de vista teo-

rico, o algoritmo de aprendizagem deixaria de ser PAC.

Cada hiper-plano obtido corresponde a um noé interno da arvore e cada hiper-paralelepi-
pedo corresponde a uma folha (veja °). Uma arvore de cortes possui as seguintes propri-

edades:

a) Cada hiper-paralelepipedo [a,b] representa um int-primitivo Ayp;, € ¢ armazenado
numa folha da arvore de cortes. O valor v ¢ o valor da minimizadora de penalidade

dos pontos exemplos que pertencem ao intervalo [a,b].

b) Denotando o conjunto de todos os int-primitivos de uma arvore de cortes como B =
{A,Ay,...sA, }, VB é uma int-particdo de uma fungdo caracteristica .

¢) Dado um ponto x € K% wy(x) é igual a saida de um Unico int-primitivo, digamos
A (x), porque para todo j € [1, 7], j#e, X ,;(x)=0.

d) Dado um ponto x € K a estrutura de arvore bindria permite busca rapida do A, e

conseqlientemente um calculo rapido de y(x).

Além das estruturas de dados mencionadas na subse¢ao anterior, utilizaremos também

as seguintes:

type
NodePt = “Node;
Node = record
case leaf:Boolean of
false: (

g w N
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6. c:integer; {valor de corte, numero no intervalo [0..255]}
7. p:integer; {plano de corte, numero no intervalo [1..d]}
8. left:NodePt; {apontador para filho a esquerda}

9. right:NodePt; {apontador para filho a direita}

10. ) ;

11. true: (

12. a:Kd; {limite inferior do intervalo}

13. b:Kd; {limite superior do intervalo}

14. v:Kb; {valor de saida}

15. ) ;

16. end;

Quando uma arvore de cortes estiver completamente construida, os valores a ¢ b das
folhas tornam-se redundantes, pois os nos internos da arvore armazenam a mesma in-
formacao. A fun¢do recursiva abaixo constréi uma arvore de cortes. Inicialmente, os

parametros 1 e r devem ser 1 e m, respectivamente.

1. function ConstroiCortes (

2. var a:array [l..m] of exemplo;

3. 1,r:integer): NodePt;

4. var t,tl,tr:NodePt; Jj,k,p,c:integer;

5. begin

6. if (a[l].y=al[l+l].y=...=a[r].y) then begin

7. new (T); T".leaf:=true; T".v:=al[l].y;

8. end else if (a[l].x=a[l+l].x=...=a[r].x) then begin
9. new (T),; T".leaf:=true;

10. T*.v:=minimizadora(al[l].y,all+1l].y,...,alr].y);
11. end else begin

12. p:=MaxEspalhamento(a,l,r);

13. particiona(a,l,r,p,k,c);

14. tl:=ConstroiCortes(a,l,k);

15. tr:=ConstroiCortes (a, k+1,r);

16. new (t); t~.leaf:=false; t".p:=p; t".c:=c;

17. t*.left:=tl; t”.right:=tr;

18. end;

19. ConstroiCortes:=t;

20. end;

A funcdo minimizadora(all]l.y,all+l].y,...,alr].y) calcula a fungdo minimi-
zadora de penalidade. A fun¢do MaxEspalhamento abaixo calcula o eixo no qual os

pontos estdo mais dispersos.
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W) 4 %f A
255 120 X
| —— 170
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10 70

(4.6.2) Algoritmo de cortes particiona 0 " 6 1) Arvore de cortes correspondente a
espaco K“para construir uma int-parti¢io. parti¢do da figura (4.6.a).

Figura 4.6: Sejam £* = [0, 255>, £Y = [0, 255] e y: L* — LY conhecida parcialmente
através da seguinte amostra de treinamento:

a =( [(30, 100), 10], [(40, 140), 170], [(90, 40), 70], [(150, 160), 120], [(200, 60),
100], [(200, 100), 100] ).

Entdo, calcula-se o “espalhamento” nos eixos w; e w, obtendo 200-30=170 e 160-
40=120, respectivamente. Assim, o eixo w; ¢ escolhido como o plano de corte, pois
170>120. Achando a mediana das coordenadas dos pontos no eixo w;, obtemos
(150+90)/2=120. Este primeiro corte ¢ indicado na figura 4.6.b como 120 / 1, onde 120
indica o valor de corte (a mediana) e 1 indica o eixo de corte (w).

Considerando somente os pontos a esquerda da primeira corte, obtemos o espalha-
mento nos eixos w; € w, respectivamente 90-30=60 ¢ 140-40=100. O eixo w;, € escolhi-
do, pois 60<100. Achando a mediana em w, obtemos (140+100)/2=120. Este corte ¢
indicado como 120 / 2.

Considerando somente os pontos (30, 100) e (90, 40), obtemos os espalhamentos nos
eixos w; € w, ambos iguais a 60. Assim sendo, poderiamos particionar em qualquer dos
dois eixos. Escolhendo wy, obtemos a corte 60 / 1.

Considerando os pontos (150, 160), (200, 60) e (200, 100), concluimos que devemos
cortar no eixo w, € obtemos a corte 130/ 2.

Os pontos (200, 60) e (200, 100) ndo sdo cortados pois o valor de saida de ambos ¢
igual a 100.
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1. function MaxEspalhamento (

2. var a:array [l..m] of exemplo;
3. 1, r:integer) :integer;

4. var max,e,p,i:integer;

5. begin

6. p:=1;

7. max:=espalhamento(a,l,r,p);
8. for i:=1+1 to r do begin

9. e:=espalhamento(a,l,r,1i);
10. if e>max then begin

11. p:=1; max:=e;

12. end;

13. end;

14. MaxEspalhamento:=p;

15. end;

A fun¢do espalhamento(a,l,r,p) abaixo calcula o tamanho do menor intervalo ao

qualospon&m alll.x[pl, all+l]l.x[pl, ..., alrl.x[p] pertencem.
1. function espalhamento (

2. var a:array [l..m] of exemplo;

3. 1l,r,p:integer) :integer;

4. var max,min,i:integer;

5. begin

6. min:=al[l].x[p]; max:=min;

7. for i:=1+1 to r do begin

8. if ali].x[pl<min then min:=ali].xI[p]l;

9. if a[i] .x[pl>max then max:=al[i].x[p];

10. end;

11. espalhamento:=max-min;

12. end;

O procedimento particiona abaixo divide os exemplos a(1], a[l+1], ..., alr]

em dois subconjuntos.

procedure particiona (
var a:array [l..m] of exemplo;
1l,r,p:integer;
var k,c:integer);
begin
Escolha inteiros k (1<k<r) e c tais que
para todo ie[l..k], temos al[i].x[p]l<c e
para todo iel[k+1l..r], temos ali].x[p]>c.
end;

W oW J o U Wi
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Nem todo valor k (1<k<r) permite particionar o vetor a de modo a satisfazer as con-
dicdes das linhas 7 e 8. Porém, existe pelo menos um valor k que permite particionar o
vetor. Se tivéssemos
all].x[pl=al[l+l].x[p]l=...=alr].x[p] (1)
entdo nenhum valor k particionaria o vetor. Porém, isto ndo pode acontecer, pois 0
eixo de corte p escolhido ¢ aquele onde os pontos estdo mais espalhados e assim (1) s
poderia ocorrer se tivéssemos
alll.x=al[l+1l].x=...=a[r].x (2)
Mas, neste caso, a condi¢do da linha 8 da constroiCortes seria verdadeira e nem
haveria tentativa de particionar o vetor a. Entre todos os valores k (1<k<r) que per-
mitem particionar o vetor a satisfazendo as condi¢des das linhas 7 e 8 do procedimento
particiona, deve-se escolher aquele valor mais préximo de (1+r) div 2. Pois caso
contrario, pode-se gerar arvore degenerada o que inclusive impediria de provar a com-
plexidade desejada. O procedimento particiona pode ser executado em tempo espe-
rado linear adaptando o algoritmo para calcular a mediana de um vetor, descrito em

[Wirth, 1976, pg. 82], derivado do algoritmo Quick Sort.

Proposicao 4.2 (ConstroiCortes): A fungdo ConstroiCortes gasta tempo esperado
O(ctin log m) e a arvore gerada ocupa espago O( m).
Prova: Se a fungdo ConstroiCortes ¢ chamada com pardmetros r e 1, considere

u=r-1+1. Gastam-se os seguintes tempos nas linhas principais da func¢do, ndo conside-

rando a recursao das linhas 14 e 15:

*

O teste da linha 6 gasta tempo O(u .

*

O teste da linha 8 gasta tempo O(u .

*

O calculo da fungdo minimizadora de penalidade gasta tempo O(u.c#.

*

A escolha do plano de corte na linha 12 gasta tempo O(ucZ).

*

A particdo do vetor (linha 13) gasta tempo O(u<) em média.

Portanto, a fungdo toda gasta tempo O(u < se ndo considerarmos a recursdo. Por outro

lado, observe que a fun¢do sera chamada uma vez para o vetor a inteiro (/=1 e r=m e,
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portanto, u=m), depois a@ ¢ dividido em duas metades aproximadamente iguais para
cada qual a fun¢do ¢ chamada recursivamente e cada metade volta a ser dividida e assim
por diante. Este processo para quando a condi¢do da linha 6 ou a da linha 8 ¢ satisfeita.
Observe que, quando /=r essas condigdes sao obrigatoriamente satisfeitas, o que termina
a recursdo. Supondo que o vetor ¢ sempre quebrado em duas metades iguais, o tempo

gasto ¢€:

md +2x2d +4x 2 d o rmx d =
2 4 m

d (m+m+---+m)=dmlog, m
[ —

log, m vezes
Portanto, a complexidade total de tempo é O(a#n log m).

A arvore de cortes gerada pela fungdo ConstroiCortes pode ter no maximo m folhas,
e uma arvore binaria balanceada (supondo que as divisdes sdo feitas sempre no meio do

vetor) com m folhas tem m-1 nds internos. Portanto, o espaco gasto por uma arvore de

cortes gerada pela fungdo ConstroiCortes é O(4m), ja que em cada folha deve-se

armazenar um elemento de K% [ ]

Vamos considerar agora a aplicagdo de um operador numa imagem. Dada uma fun¢ao
caracteristica y: A7— A7, seja B= {A, A2, ... , A} < Ttal que vB, = y. Seja x e
A“ Para avaliar vB,(x), devemos calcular a seguinte expressdo:

A(x) Vv A(x) V.. v A(X).
Isto gastaria um tempo O(t utilizando técnicas convencionais, pois para avaliarmos ¢
int-primitivos gasta-se O(tcj e para calcular ¢-1 supremos gasta-se O(t4). Observando

que /K d, obtemos a complexidade total O(tc2).

Com a arvore de corte, conseguiremos um tempo O(#+log f), claramente melhor que a
complexidade anterior, conforma a demonstra¢ao abaixo. Dada uma funcao caracteristi-
ca \, representada como uma arvore de cortes t, e uma instncia xe K% a fun¢do pro-

curaCortes abaixo calcula o valor de y(x).
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1. function ProcuraCortes (t:NodePt; var x:Kd) :Kb;

2. var p:integer;

3. begin

4. If (t".leaf=true) then

5. ProcuraCortes:=a".v

6. else begin

7. p:=t".p;

8. if (x[p]l<=t".c)

9. then ProcuraCortes:=ProcuraCortes (t”*.left, x)
10. else ProcuraCortes:=ProcuraCortes (t”.right, x);
11. end;

12. end;

Proposicio 4.3 (ProcuraCortes): A fungdo ProcuraCortes gasta tempo O(log m).
Prova: Vamos supor que a arvore seja balanceada. Sabemos que percorrer uma arvore

de busca binaria balanceada com 7 folhas leva um tempo O(log, ) e copiar um vetor de
dimensdo Z (linha 5) gasta tempo O(4), o que resulta na complexidade O(# + log ?).
Considerando que ¢ < m e que normalmente Z¢ um niimero pequeno fixo (1 para ima-

gens em niveis de cinza, 3 para imagens coloridas) obtemos a complexidade proposta. B

A funcdo aplcortes abaixo aplica a funcdo caracteristica y, representada como uma

arvore de cortes, em toda seqiiéncia a ser processada gx.

1. procedure AplCortes (

2. t :NodePt;

3. var gx:array [l..n] of Kd;

4. var gp:array [1l..n] of Kb);

5. var i:integer;

6. begin

7. for i:=1 to n do

8. gpl[i] :=ProcuraCortes(t,gx[1i]);
9. end;

Proposicao 4.4 (aplcortes): A funcdo AplCortes gasta tempo O(n log m).
Prova: Sabemos que a funcdo ProcuraCortes gasta tempo O(log m). Esta funcdo ¢

chamada n vezes, resultando O(n log m). u

Observe que algoritmo de cortes, conforme descrito nesta subse¢do, ¢ mais que um al-
goritmo consistente. Pois, dada uma instdncia x que ndo aparece na amostra de

treinamento, o algoritmo de cotes aproxima a saida de x para a saida y’ de uma
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mento, o algoritmo de cotes aproxima a saida de x para a saida )’ de uma instancia x’

“mais ou menos proxima” de x, o que acelera substancialmente a convergéncia de a-
prendizagem. Os algoritmos descritos na proxima se¢ao irdo achar o vizinho mais pro-
ximo verdadeiro. Infelizmente, ndo dispomos ainda da andlise que caracteriza o quanto
“mais ou menos proximo” dista do “o mais préximo”. Porém as aplicagdes do capitulo 5
mostram que esta distdncia ndo ¢ muito grande, em média. Como veremos, o algoritmo
de cortes ¢ mais rapido que os algoritmos de vizinho mais proximo conhecidos, tornan-
do a sua aplicacdo interessante em circunstancias em que um vizinho “mais ou menos
proximo” ja resolva o problema, nao necessitando achar o vizinho mais préximo verda-

deiro.

4.3.3 Funcao Penalidade ou Medida de Erro

Como medir a qualidade de um filtro projetado pela aprendizagem computacional? Se
tivermos acesso a saida ideal, ¢ possivel medir a fun¢do penalidade pixel a pixel e cal-

cular a penalidade média ou o erro médio cometido, que ¢ dado pela expressao:

1 n
=Y Ulq! —q7).
n—

Nos exemplos do capitulo 3 citamos trés fungdes penalidade que poderiam ser utilizadas

para avaliar o erro cometido pelos operadores em niveis de cinza e binarios:

1. Média do quadrado da diferenca entre os pixels das imagens processada e ideal, de-
nominada erro quadratico médio e abreviada na literatura como MSE, do inglés me-
an square error.

2. Média do moédulo da diferenga entre pixels das imagens processada e ideal,
denominada erro absoluto médio e abreviada na literatura como MAE, do inglés
mean absolute error.

3. Média da funcao “acerto ou erro” entre os pixels das imagens processada e ideal.
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Vimos que a esperanga das fungdes penalidade acima sdo minimizadas calculando res-
pectivamente, no caso de conflito, média aritmética, mediana ¢ moda (arredondadas

para o inteiro mais préximo).

No caso do operador binario, onde cada pixel pode assumir somente os valores 0 ou 1,
os resultados das trés fun¢des penalidade acima sdo exatamente iguais fornecendo um
numero entre 0 e 1. Para que a medida de erro se torne mais intuitiva, convertemos o
erro para porcentagem. Por exemplo, para operadores bindrios, ter erro de 6% significa

que 6% dos pixels da imagem processada sdo diferentes daqueles da imagem ideal.

No caso do operador em niveis de cinza, utilizamos a média aritmética para resolver os
conflitos, o que minimiza MSE. Porém, MSE nao possui uma interpretagdo intuitiva,
pois a unidade da medida seria o nivel de cinza elevado ao quadrado. Assim, resolve-
mos utilizar MAE como medida do erro. Esta decisdao faz sentido pois na pratica o ope-
rador 6timo € Unico para uma variedade grande de fungdes penalidade consideradas
(veja [Sage and Melsa, 1971, pg. 180]). Como representamos uma imagem em niveis de
cinza como uma matriz de bytes, o erro absoluto poderia ir de 0 a 255. Dividimos este

erro por 255 para apresentd-lo como uma porcentagem.

Nos capitulo 3 citamos trés fungdes penalidade que poderiam ser utilizadas para avaliar

o erro cometido pelos operadores coloridos:

1. Média do quadrado da 2-norma (distancia euclidiana) da diferenca entre os pixels
das imagens processada e ideal, que denominamos erro euclidiano quadratico médio.
2. Média da 1-norma (soma dos lados) entre pixels das imagens processada e ideal.

3. Média da funcao “acerto ou erro” entre os pixels das imagens processada e ideal.

Vimos que a esperanga das fungdes penalidades acima sdo minimizadas calculando res-
pectivamente, no caso de conflito, média aritmética vetorial, mediana vetorial e moda.
No projeto dos operadores coloridos, utilizamos a média aritmética vetorial para resol-

ver os conflitos, o que minimiza erro euclidiano quadratico médio. Porém, a unidade
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desta medida (distancia entre duas cores ao quadrado) ndo possui uma interpretagdo
intuitiva. Assim, resolvemos apresentar o erro pelo erro euclidiano (ndo elevado ao
quadrado) médio (que abreviaremos como MEE, do inglés mean euclidean error). To-
mamos o erro absoluto médio pixel a pixel entre a imagem processada ¢ a ideal, com a
distancia entre pixels avaliado por métrica euclidiana no espago tridimensional das co-

res. Como representamos uma imagem colorida como uma matriz onde cada elemento ¢

um vetor de 3 bytes, o erro absoluto poderia ir de 0 a +/3x 255> =441,67. Dividimos

este erro por 441,67 para apresenta-lo como uma porcentagem.

4.3.4 Escolha da Janela Adequada

Um ponto a ser considerado na aprendizagem de W-operador ¢ a escolha da janela W
apropriada. E interessante que a janela seja tio pequena quanto possivel, uma vez que,
do ponto de vista pratico, janelas excessivamente grandes ndo aumentam a qualidade do
operador e aumentam o tempo de processamento. Por outro lado, uma janela pequena
demais pode perder algumas informagdes a respeito da distribuicao alvo, disponiveis
somente em janelas maiores. Assim, existe uma janela de tamanho e forma ideal para

cada aplicacao.

Do ponto de vista tedrico, quanto maior a janela, maior a cardinalidade do conjunto A%

0 que aumenta a complexidade da amostra e conseqiientemente aumenta o tempo de
processamento. Porém, constata-se, na pratica, que uma janela um pouco maior do que a
ideal continua gerando resultados bastante satisfatorios com uma degradagdo pequena
no tempo de processamento (°X, Figura 5.1 e Figura 5.2). Por outra parte, uma janela
menor do que a ideal costuma produzir um filtro de qualidade bem inferior ao 6timo.
Assim, ¢ melhor errar escolhendo a janela um pouco maior do que a ideal do que esco-

lher janela excessivamente pequena.

Na °R.e, utilizando janela 2x2, obtivemos 6,09% dos pixels diferentes em relagdo a saida

ideal, enquanto que utilizando janela 3x3, 3x4 ou 7x7 (figuras 4.7.f-h) obtivemos zero
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pixels diferentes. O tempo de processamento aumentou de 2 segundos com janela 2x2
para 3 segundos nos casos 3x3 e 3x4 e 9 segundos usando janela 7x7. Assim sendo, a
melhor escolha da janela seria 3x3. O operador aprendido na X foi aplicado numa ima-
gem diferente na »2. Utilizando o operador 2x2, obtivemos 2,44% dos pixels diferentes
em relagdo a saida ideal, enquanto que utilizando a janela 3x3 obtivemos 0% dos pixels
diferentes, o que confirma que a janela 3x3 ¢ a ideal. O erro zero obtido indica que a
aprendizagem foi efetiva e que certos filtros bindrios podem ser emulados facilmente.
Nas Figuras 5.1 e 5.2, temos exemplos em que a precisdo do operador atinge um maxi-

mo, sendo que para janelas maiores ou menores a precisao diminui.

A escolha da janela tem sido sempre uma tarefa empirica na morfologia matematica.
Utilizando os algoritmos eficientes apresentados nesta tese ¢ possivel testar diversas

janelas e escolher empiricamente a que da melhores resultados.

4.4 Conclusao

Neste capitulo, definimos o problema de aprendizagem de W-operador como um caso
particular do problema de aprendizagem generalizado. Conseqiientemente, pudemos
utilizar toda a teoria de aprendizagem que desenvolvemos no capitulo 3. Expusemos os
motivos que tornam a complexidade de amostra pratica de um problema de aprendiza-
gem de operador bem menor do que a complexidade tedrica. Defendemos a metodolo-
gia utilizada para analisar a complexidade dos algoritmos. Listamos dois algoritmos de
aprendizagem consistentes: algoritmo for¢a bruta e algoritmo de cortes. Analisamos os
dois algoritmos e demonstramos que o algoritmo de cortes tem complexidade de tempo
menor que o primeiro e argumentamos por que a convergéncia do algoritmo de cortes ¢
mais rapida do que a do algoritmo for¢a bruta. Definimos um critério para julgar a qua-
lidade do operador aprendido. Fizemos algumas consideragdes a respeito da escolha

adequada da janela.



Capitulo 4: Aprendizagem de Operador 94

Figura 4.7: Existe um filtro digital supostamente desconhecido (“trace contour” do
Adobe Photoshop 3.0) que, processando a imagem 4.7.a, fornece a imagem 4.7.b. Pode-
se emular o comportamento deste filtro desconhecido utilizando a aprendizagem com-
putacional. Utilizando as imagens 4.7.a e 4.7.b como exemplos de treinamento, o algo-
ritmo de cortes constrdi o operador morfolégico que emula o filtro desconhecido. Este
operador, quando aplicado a imagem 4.7.c, fornece as imagens 4.7.e-h, com janelas
respectivamente 2x2, 3x3, 3x4 e 7x7. Entre a imagem processada 4.7.¢ € a imagem ide-
al 4.7.d houve 6,09% dos pixels diferentes. Enquanto isso, a porcentagem de pixels di-
ferentes entre as imagens processadas 4.7.f-h e a imagem ideal 4.7.d foi zero, ou seja,
nao ha nenhum pixel diferente. Isto mostra que certos filtros binarios podem ser emula-
dos facilmente. Também podemos deduzir que a janela 2x2 ¢ menor do que a ideal.

b/ % ; SR
(4.7.a) Exemplo de entrada A™. (4.7.b) Exemplo de saida 4°.
361 x 181 pixels, 1 bit por pixel. 361 x 181 pixels, 1 bit por pixel.

4.7.c) Imagem a ser processada Q".
480 x 512 pixels, 1 bit por pixel.
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(4. 7 e) Imagem processada Qp utilizando (4. 7 f) Imagem processada Q utlhzando

janela 2x2. janela 3x3.
Tempo de treinamento: 1 s. Tempo de treinamento: 1 s.
Tempo de aplicagdo: 1 s. Tempo de aplicagdo: 2 s.
Tamanho do operador: 156 bytes. Tamanho do operador: 2.972 bytes.
Numero de int-primitivos: 15. Numero de int-primitivos: 362.
6,09% dos pixels diferentes. 0% dos pixels diferentes.

4.7. g) Imagem processada Qp utlhzando (4.7. h) Imagem processada or utilizando
janela 3x4. janela 7x7.
Tempo de treinamento: 1 s. Tempo de treinamento: 4 s.
Tempo de aplicagdo: 2 s. Tempo de aplicagdo: 5 s.
Tamanho do operador: 15.444 bytes. Tamanho do operador: 220.284 bytes.
Numero de int-primitivos: 1.918. Numero de int-primitivos: 27.486.

0% dos pixels diferentes. 0% dos pixels diferentes.
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Figura 4.8: Os operadores construidos na aplica¢do da X foram aplicados numa ima-
gem diferente (4.8.a). Aplicando o filtro “trace contour” original do Adobe Photoshop,
obtemos a imagem ideal 4.8.b. Aplicando o operador morfoldgico 2x2 obtido na °X,
obtemos a imagem 4.8.c que possui 2,44% dos pixels diferentes em relacdo a saida ide-
al. Utilizando o operador com janela 3x3, obtemos erro zero na imagem 4.8.d.

(4.8.a) Igem a ser processada Q.
480 x 512 pixels, 1 bit por pixel.

R
\ ; ’! b

(4.8.c) Imagem processada QOF utilizando (4.8.d) Imagem processada O utilizando
janela 2x2. janela 3x3.

Tempo de aplicagdo: 1 s. Tempo de aplicagdo: 2 s.
2,44% dos pixels diferentes. 0% dos pixels diferentes.




5 Vizinho Mais Proximo

5.1 Introducao

No capitulo 4 apresentamos o algoritmo de cortes, utilizado para construir automatica-
mente operadores morfologicos pelo treinamento. Observando este algoritmo, surge
naturalmente a seguinte pergunta: “Por que ndo utilizar alguma outra fun¢do aproxima-

dora, mesmo que com isso nos afastemos das técnicas da morfologia matematica?”

Em termos de velocidade, a arvore de cortes tem um desempenho melhor que outras

técnicas.

E um fato bem conhecido que o treinamento de uma rede neural ¢ bastante lento. Con-
seqlientemente, a construgao do operador utilizando esta técnica ¢ um tanto “incomoda”

para o usudrio. Assim, esta abordagem parece-nos pouco promissora.

O artigo [Harvey and Marshall, 1996] utilizou algoritmo genético para o projeto auto-
matico de operadores e resultou num algoritmo lento, que tem o problema de explosao
combinatoria. Além disso, a técnica descrita em [Harvey and Marshall, 1996] converge
para um operador 6timo dentro de uma classe restrita de operadores e ndo se conhece o

quanto esse operador 6timo restrito ¢ proximo do operador 6timo global.

O vizinho mais préximo parece-nos ser a alternativa mais promissora em termos de ve-
locidade, pois se conhece um algoritmo, a kd-arvore, que resolve a busca do vizinho

mais proximo em tempo razoavel para dimensdes ndo muito grandes. Mesmo assim, a
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arvore de cortes torna-se milhares de vezes mais rdpida que a kd-arvore quando a di-
mensao cresce. Experimentalmente, a arvore de cortes foi mais de 2000 vezes mais ra-

pida que a kd-arvore na dimensdo 6 (Y e 7).

Em termos de memoria, tanto a arvore de cortes como a kd-arvore utilizam espago line-
ar na quantidade de dados de treinamento. Isto caracteriza um bom desempenho, que

acreditamos ser impossivel de melhorar sem perder a caracteristica PAC.

Para as aplicacdes testadas, o vizinho mais proximo gerou resultados com melhor quali-
dade que a arvore de cortes. Ao contrario de uma rede neural ou algoritmo genético cujo
comportamento ndo € intuitivo, o vizinho mais proximo apresenta um comportamento
previsivel. Acreditamos que o vizinho mais proximo e o k-vizinhos mais préximos (u-
ma pequena variagdo da estratégia anterior) sejam as melhores estratégias em termos de
qualidade para os problemas que aparecem na pratica, embora ndo tenhamos como de-

monstrar esta afirmacao.

O modelo de aprendizagem vizinho mais préximo ¢ tradicionalmente abreviado como
NN (do inglés nearest neighbor) e um dos primeiros artigos que o descreve ¢ [Cover
and Hart, 1967]. Para aplicar este modelo ao nosso problema, devemos ter um critério
para medir o quanto um pedago da imagem (isto ¢, a imagem restrita a janela) ¢ “seme-
lhante” a um outro pedaco, ou seja, necessitamos de uma métrica no espaco das instan-
cias X. Esta métrica ndo foi definida nem na morfologia nem na aprendizagem compu-
tacional. Pois a morfologia trata fundamentalmente dos conjuntos com uma relagdo de
ordem parcial, sem que esteja definida uma métrica. Por outro lado, o modelo de Hauss-
ler trabalha com conjuntos arbitrarios e uma fungao penalidade definida no espaco A4 x
Y. Como vimos, no nosso problema 4 e Y sao dois conjuntos iguais e a fung¢ao penalida-
de ¢ normalmente uma métrica nesses espagos. Assim fica definida uma métrica no es-
pago das saidas Y, mas ndo em X. Portanto, ¢ necessario acrescentar no modelo de a-
prendizagem uma métrica no espacgo das instancias. Relembrando a nog¢do de métrica,

temos:
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Definicio (métrica): Uma fungdo p: X x X — R é uma métrica sse para todo a, b, ¢ €
X

1. p(a, b) =0

2. p(a, b)=p(b, a)

3. p(a, b)=0 < a=b

4. p(a,c)<p(a, b) + p(b, c) (axioma triangular)
O numero real p(a, b) é chamado distancia entre a e b € o conjunto X ¢ denominado

espago métrico.

A kd-érvore, a estrutura de dados que acelera a busca do vizinho mais proximo, esta
descrita nos artigos [Bentley, 1975] e [Friedman et al., 1977], e no livro [Preparata and
Shamos, 1985]. Implementamos a kd-arvore para compara-la com a arvore de cortes e

descrevemos neste capitulo os resultados obtidos.

5.2 Aprendizagem NN

5.2.1 Introdu¢ao

No algoritmo de cortes (capitulo 4), sem a defini¢cao formal de uma métrica, aproxima-
mos a saida de uma instancia desconhecida pela saida de uma instancia “mais ou menos
proxima”. Vimos que sem esta aproximacao, a convergéncia do processo de aprendiza-
gem torna-se muitissimo mais lenta (basta observar no capitulo 4 os resultados gerados
pelo algoritmo forga bruta). Ora, quando uma instancia x ¢ desconhecida, nada parece
ser mais razoavel do que aproximar A" (Z)(x) para A" (Z)(x), onde x' é o “vizinho

mais proximo” de x. O modelo NN utiliza esta idéia.

O modelo NN tem sido amplamente estudado e aplicado em diversas areas. A formali-
zacdo deste modelo e os resultados tedricos de convergéncia estatistica podem ser en-

contrado em [Cover and Hart, 1967]. Outros artigos tedricos que tratam do modelo NN
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sdo [Short and Fukunaga, 1981], [Fukunaga and Flick, 1985], [Loizou and Maybank,

1987], entre outros.

O modelo NN pode ser encarado simplesmente como o modelo de Haussler que utiliza
um algoritmo de aprendizagem particular, o algoritmo do vizinho mais préoximo, ¢ a

exposicdo desta se¢do seguira esta abordagem.

Consideraremos que estd definida uma métrica p no espaco das instancias. O algoritmo
de aprendizagem NN, conforme definido em [Cover and Hart, 1967], decide que, dadas
uma amostra de treinamento Z = ( (x1, y1), (x2, 12), ..., (Xm, ¥ ) ) € um exemplo (x, y) do

qual s6 ¢ mostrado ao aprendiz a instancia x, o aprendiz escolhe y’ como a saida de x,

onde (x',y") € Z e x' éainstancia de Z mais proxima de x.

Em caso de empate (isto ¢, se existirem dois ou mais vizinhos mais proximos todos com
a mesma distancia de x), o artigo [Cover and Hart, 1967] sugere escolher a saida mais
freqiiente, ou seja, a moda. Porém, afirma que esta suposi¢ao ¢ desnecessaria para os
teoremas que obtiveram. De fato, nas demonstra¢des subseqiientes do artigo, os autores
assumem implicitamente que, no caso de empate, qualquer um dos vizinhos mais pro-
ximos ¢ escolhido de modo equiprovavel. Denominamos este algoritmo de aprendiza-
gem de NN ndo-consistente, para diferencia-lo daquele consistente que definiremos

mais adiante.

5.2.2 NN Nao-Consistente

Como afirmamos acima, o modelo NN ¢ um caso particular do modelo de Haussler.
Para obtermos o modelo NN, conforme definido em [Cover and Hart, 1967], além de
supor que o espaco das instancias € métrico, € necessario fazer mais algumas restri¢des
ao modelo PAC generalizado. Em primeiro lugar, o modelo NN supde que o espago das
saidas Y e o espago das acdes 4 sdo iguais. Além disso, [Cover and Hart, 1967] utiliza a

seguinte fun¢ao como penalidade:
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1 sey#y,

[(y,,)= {0 ce

Vamos definir o vizinho mais proximo:

Definicao (vizinhos mais proximos): Dados x € X e uma seqiiéncia z = ( (x1, 1), (x2,
Y2)s ooy (Xm» Ym) ) € Z", chamaremos de seqiiéncia dos vizinhos mais proximos de x em
Z (todos com uma mesma distancia de x) e denotaremos por V.(x) a subseqiiéncia
((x,»), (x3,¥3), o, (x!,¥")) de Z onde p(x/, x) < p(x;,x), Vie[l..n]eVje

1...m]. Além disso, denotaremos a seqiiéncia (x/, x,, ..., x') por V.*(x) e a seqiiéncia
s 1 2 n z

(Vs Y350 Vo) por V7 (X).

Note que a seqiiéncia coincidente C.(x) ¢ uma subseqiiéncia de V.(x), pois toda vez
que C.(x) ¢ uma seqiiéncia ndo-vazia, C.(x)=V.(x). Com isso, podemos definir o

algoritmo NN nao-consistente.

Definicdo (algoritmo NN nio-consistente): Seja (X, Y, ¥, HH, P, { L_}) um problema

de aprendizagem generalizado onde X possui uma métrica p. O algoritmo do vizinho

mais préximo ndo-consistente NN: U _ Z" — H ¢é definido NN(Z)(x) =y, onde

m=1
yeV:(x).Se V' (x) tiver comprimento maior que um, um dos seus elementos ¢ esco-

lhido de forma equiprovavel como y.

O risco, ou seja, a esperancga de penalidade, ¢ definida da mesma forma que no modelo
de Haussler. O risco 6timo sera denotado por R" =7 (P) = A {r,(P): h e H} . A regra
de decisdo que gera o risco otimal sera denotada como 4 . Vamos denotar o risco espe-

rado ao utilizar o algoritmo de aprendizagem NN com uma amostra de tamanho m por

R(m):
R(m) = ZFNN(Z)(P)P(E)

Fez™
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Além disso, denotaremos por R o limite de R(m), isto ¢, R = lim(R(m)).

O principal teorema do artigo [Cover and Hart, 1967] pode ser resumido na seguinte
inequagao:

R <RZ< R*(z—m—ij

Nao demonstraremos este teorema, pois estamos interessados num resultado mais forte.
Os leitores interessados na demonstragdo podem consultar o artigo original. Conside-
rando que a conseqiiéncia direta da inequagdo acima é R° < R<2R", podemos dizer
que o algoritmo NN ird errar no maximo duas vezes mais do que a regra de decisdo Oti-
ma quando o tamanho da amostra tende ao infinito. Além disso, [Cover and Hart, 1967]

mostra que este limite ¢ o mais estreito possivel, pois mostra que existem casos em que

* .
= u
R = R e assim como casos em que

R:R*(z—m—ﬁ)

Este resultado ndo ¢ tdo interessante como pode parecer a primeira vista. Pois ele esta
afirmando que o algoritmo NN ndo ¢ uma solugdo PAC! Se NN fosse PAC, o risco de-
veria tender para o risco 6timo quando o numero de amostras tender ao infinito, isto &,

deveriamos ter a seguinte igualdade:

R=lim(R(m))=R".

Onde estd o problema? O problema ¢ que o artigo [Cover and Hart, 1967] esta traba-

lhando com algoritmo NN que ndo ¢ consistente.

5.2.3 NN Consistente

Na tultima subse¢do, vimos que um algoritmo NN nao-consistente ndo ¢ uma solugao
PAC de um problema de aprendizagem. Como devemos alterar o algoritmo NN para

que ele se torne consistente? Basta colocar um bom critério de desempate para quando
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houver mais de um vizinho mais proéximo. Esse “bom critério” ¢ nada mais do que a

fun¢do minimizadora de penalidade que definimos no capitulo 3.

Defini¢io (NN'): Seja (X, Y, ¥, H, P, { L. }) um problema de aprendizagem onde X

. . . . .« . . o . +
possui uma métrica p. O algoritmo do vizinho mais proximo consistente NN :

U,., Z" — H define-se pontualmente NN*(Z)(x) = M(V. (x)).

Utilizando a fun¢ao penalidade escolhida para o modelo NN,

1 se y,#y,
0 cc

b

I(y,»,) :{

a funcdo minimizadora de penalidade ¢ a moda, isto €, o valor mais freqiliente (capitulo

3).

Evidentemente, todo algoritmo do vizinho mais préximo consistente (NN") é um algo-
ritmo consistente. Assim, o algoritmo NN" é uma solu¢io PAC do problema de apren-

dizagem generalizado, como todos outros algoritmos consistentes.

5.2.4 Aprendizagem Consistente e NN Consistente

Qual a vantagem do algoritmo vizinho mais proximo consistente sobre algum outro
algoritmo consistente genérico, uma vez que ambos sao solugdes PAC? Para uma distri-
bui¢do alvo caotica, ndo € possivel afirmar que um seja melhor que outro. A distribui-
¢do tem que ser “bem comportada”, isto ¢é, a esperanca de erro tem que diminuir a me-
dida em que instancias cada vez mais proximas sao escolhidas para estimar a saida de
uma instancia. Denominamos este “bom comportamento” de “suavidade”, que pode ser

descrita matematicamente como segue:

Definicao (distribuicao suave): Diremos que uma distribui¢do P ¢é suave sse, quando

trés exemplos z = (x, ), z' =(x",y") e z"=(x",y") sdo gerados pela P,

p(x,x") <p(x,x") = E(l(y,y")) <ECl(y,y")).
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Certamente, na maioria dos casos praticos de processamento de imagem, a distribui¢ao
alvo ¢ suave. Falando informalmente, ¢ muito natural que dois padrdes de cores seme-
lhantes na entrada devam ser levados a saidas proximas. E razoavel supor que os opera-
dores que ndo t€m esse comportamento ndo sejam Uteis na pratica, pois neste caso dois
pedacos de imagem dificilmente distinguiveis a um ser humano estariam sendo levados
a duas cores de saida completamente diferentes. Deste modo, aproximar a saida y des-

conhecida (de um padrdo de cores x dado) para a saida y' (de um padrdo x’ semelhan-
te a x) deve ser melhor na pratica que aproximar y para a saida " (de um padrao x"”

muito diferente de x).

Também podemos dizer que se a distribuicdo alvo for suave entdo a convergéncia do

algoritmo NN" sera mais rapida (em relagdo a quantidade de amostras) que a de algum

Vv

outro algoritmo consistente (que escolhe como saida algum elemento de z' quando

C.(x) ¢énula). Isto ¢ demonstrado no préximo teorema.

Teorema 5.1 (NN é melhor que consistente): Seja (X, Y, ¥, H, P, { L_}) um proble-

ma de aprendizagem generalizado onde X possui uma métrica p e seja P € ZPuma dis-
tribui¢do alvo suave. Sejam NN' e A" respectivamente o algoritmo do vizinho mais
proximo consistente € um algoritmo consistente cuja saida A" (Z)(x) ¢ escolhida den-
tre a seqiiéncia z” quando C.(x) ¢ uma seqiiéncia nula. Entdo, para toda amostra z de
comprimento m > 1,

rNN+(2)(P) < rA+(2)(P)

Prova: Aplicando a defini¢do de risco, a desigualdade que queremos demonstrar pode

ser reescrita como:
E(I(y,NN*(2)(x))) < E(I(y, A" (2)(x)))
Ora, a desigualdade acima ¢ verdadeira, pois:
a) Se a seqiiéncia C.(x) é ndo-nula entdo NN*(Z)(x) = A" (Z)(x) =M(C?(x)) e as os

dois algoritmos sofrem penalidades iguais.
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b) Se C.(x) é nula entdo NN (2)(x) =y'=M(V;'(x) ). Observe que, como no modelo
de aprendizagem NN a fun¢do minimizadora de penalidade ¢ sempre a moda, y’ ¢ um
dos elementos da seqiiéncia V'(x). Enquanto isso, A" (Z)(x)=y", onde (x",y") ¢é
um exemplo da seqiiéncia z. Como a distribuicdo alvo ¢ suave e p(x,x") <p(x,x"),

temos E( [(y,y") )< E(I(y,y")). [ |

5.2.5 Aprendizagem k-NN

Nas subsecdes anteriores, 0 modelo vizinho mais proximo foi descrito utilizando um
unico vizinho mais préoximo (exceto quando existirem dois ou mais pontos de distancia
minima). Por que ndo se escolhem dois ou mais vizinhos proéximos e se tira uma média
(ou mediana, ou moda) entre os seus valores de saida? Esta estratégia ¢ abreviada na
literatura como k-NN, onde k ¢ a quantidade de vizinhos mais proximos que se deve

escolher.

O artigo [Cover and Hart, 1967] demonstra que, assumindo certas hipoteses, a estratégia
1-NN ¢ estritamente melhor que qualquer estratégia k-NN, k#1. Para esta demonstra-
¢do, ¢ necessario assumir que, dadas instancias x, x' e x", com saidas respectivamente
v, v e y',se y=y' e y#y" entdo p(x,x")<p(x,x"). Isto é, uma distidncia intra-
classe ¢ sempre menor que qualquer distancia inter-classe. Ora, no nosso caso, esta su-
posicdo ndo ¢ verdadeira e conseqiientemente desaparece o argumento que desautoriza

o uso da estratégia k-NN, k1.

Verifica-se na pratica que o valor de k que minimiza o erro depende da aplicacdo (veja

a figura 6.1).
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5.3 Kd-Arvore

Para utilizar o modelo NN na prética, necessita-se de um algoritmo eficiente para buscar
os vizinhos proximos. O problema de busca dos k vizinhos mais proximos pode ser e-
nunciado como segue: “Dados m pontos de treinamento, cada um composto por d ni-
meros reais, queremos fazer um pré-processamento de forma que, dados outros # novos

pontos de dimensdo d seja possivel localizar rapidamente, para cada um deles, os «

pontos mais proximos dentre os pontos de treinamento.” Evidentemente, quando k=1,

obtemos a busca do vizinho mais proximo.

A busca do vizinho mais proximo possui uma ampla gama de aplicagdes que vao desde
busca de resposta as “queries” num banco de dados até reconhecimento de caracteres
manuscritos (veja, por exemplo, [Smith et al., 1994]) e reconhecimento de voz. Conse-

qiientemente, ¢ importante ter meios de resolver este problema eficientemente.

Existe uma solugio trivial com complexidade O(i«#n) para o problema. Basta calcular

as distancias entre o ponto dado e os m pontos de treinamento e escolher ¥ pontos com
as menores distancias. Evidentemente, aplicar este algoritmo para n pontos a serem pro-

cessados levaria tempo O(k afnn), o que ¢ demasiado lento para m e n grandes. Assim,

diversas técnicas alternativas foram desenvolvidas para acelerar a busca: [Bentley,
1975], [Friedman et al., 1977], [Sproull, 1991], [Djouadi and Bouktache, 1997], entre
outros. Também ¢ possivel utilizar o diagrama de Voronoi ([Preparata and Shamos,
1985]), porém a constru¢do do diagrama de Voronoi para dimensdes altas ¢ invidvel na

pratica. O algoritmo amplamente utilizado para resolver este problema ¢ a kd-arvore.

O artigo [Bentley, 1975] introduziu a kd-arvore (abreviacdo de arvore k-dimensional).
Depois, o artigo [Friedman et al., 1977] otimizou-a. A kd-arvore ¢ uma estrutura de
dados que permite achar rapidamente os k vizinhos mais proximos verdadeiros. A sua
descri¢do algoritmica encontra-se no anexo E, pois julgamos que a compreensdo do seu

funcionamento nao ¢ essencial para o entendimento do resto do trabalho.
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O algoritmo otimizado apresentado em [Friedman et al., 1977] tem, de acordo com a
analise apresentada no artigo, complexidade de tempo de treinamento O(«#n log m) e a
de aplicacao O(n log m), isto €, exatamente igual a arvore de cortes. Aplicacdes praticas
mostram que, de fato, o tempo de treinamento da arvore de cortes e da kd-arvore sdo
praticamente idénticos. Porém, fazer uma busca em kd-arvore ¢ centenas ou milhares de
vezes mais lento do que utilizando arvore de corte (veja 1 e 1) e esta diferenga cresce a
medida em que a dimensao aumenta. Isto nos leva a concluir que a analise de complexi-
dade de [Friedman et al., 1977] deve estar incorreta. De fato, o artigo [Sproull, 1991]

diz: “E errado assumir que a kd-arvore garanta a busca do vizinho mais préoximo em
tempo esperado logaritmico. (...) Para d=16, uma busca na kd-arvore com 76000 pontos

examina praticamente todos os pontos.”

O livro [Preparata and Shamos, 1985] atribui uma outra complexidade para a busca em

kd-arvore, que nos parece ser a andlise correta. O tempo de busca de um ponto seria
O(dm'™"* +x), o que d4 o tempo de aplicacdo em n pontos O(n(dm'™"% +x)) ou, des-

1-1/d : : : . ~ . r
prezando x, O(ndm ). Ora, isto indica que para dimensdes d grandes, a kd-arvore é

um algoritmo O(ndm), o que é muito pior que a complexidade O(n log m) do algoritmo

de cortes. Isto concorda com os resultados experimentais que obtivemos.

A aplicacdo da 1 o tempo de processamento da kd-arvore pulou de 9 segundos usando
janela 1x2 para 2028 segundos com janela 2x3. Enquanto isso, a arvore de cortes gastou
2 segundos utilizando qualquer uma das duas janelas. Assim sendo, acreditamos que em
muitas aplicagdes, vale a pena utilizar a arvore de cortes pela sua velocidade, apesar de

gerar um resultado um pouco mais pobre (vejaie 7).

5.4 Conclusao

Neste capitulo, utilizamos a aprendizagem NN para obter um operador com qualidade

superior aquele obtido pelo algoritmo de cortes. Para isso, passamos a trabalhar com
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espagos métricos. Apresentamos o modelo tedrico de aprendizagem NN e distinguimos
a aprendizagem NN consistente da nao-consistente. Argumentamos que, para que o al-
goritmo NN consistente seja preferivel a um algoritmo consistente genérico, ¢ suficiente
que a distribuigdo alvo possua uma caracteristica que denominamos de suavidade. Des-
crevemos a kd-arvore, uma estrutura de dados que permite uma busca eficiente do vizi-
nho mais proximo. Argumentamos que a arvore de cortes € computacionalmente mais
rapida que a kd-arvore. Por outro lado, na pratica, a kd-arvore gera um operador mais
acurado que a arvore de cortes. Por fim, mostramos alguns exemplos de aplicagao jun-

tamente com os dados de desempenho.
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Figura 5.1: A imagem 5.1.c est4d corrompida pelo ruido conhecido como “sal e pimen-
ta”. Este ruido ¢ utilizado em muitos exemplos de filtragem ndo-linear em niveis de
cinza como, por exemplo, [Dougherty and Astola, 1994, pg. 115]. Com probabilidade
1/15, um pixel torna-se preto e com a mesma probabilidade um pixel torna-se branco.

Usando as imagens 5.1.a e 5.1.b como amostras de treinamento, o algoritmo de a-
prendizagem aprende o comportamento do ruido e constrdi um operador morfolégico
que o elimina, utilizando arvore de cortes ou kd-arvore. Este operador, quando aplicado
a uma imagem ruidosa 5.1.c, gera as imagens filtradas (5.1d-1). Estas imagens sdo seme-
lhantes a saida ideal desconhecida 5.1.j.

Observe como a boa escolha da janela (1x2) diminui o erro absoluto médio. Também
observe como o tempo de processamento da kd-arvore aumenta com o aumento do ta-
manho da janela, enquanto que o tempo de processamento da arvore de cortes permane-
ce praticamente inalterado. Podemos reparar que, de uma forma geral, a saida da kd-
arvore ¢ melhor do que a saida da arvore de cortes. Como excecdo, nas saidas 5.1.f e
5.1.g ocorre uma inversao na qualidade (0,56% contra 0,58%).

(5.1.a) Amostra de entrada A4*.

51 x 151 pixels, 1 byte por pixel.

(5.1.b) Amostra de saida 4*.
51 x 151 pixels, 1 byte por pixel.

(5.1 .c) Img a ser rcessada Q.
256 x 256 pixels, 1 byte por pixel.
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& : & 3
(5.1.d) Imagem processada O pelo algo- (5.1.¢) Imagem processada QP usando kd-

ritmo de cortes usando janela 1x1. arvore e janela 1x1.
MAE: 0,95%. MAE: 0,90%.
Tempo de treinamento: 1 s. Tempo de treinamento: 1 s.
Tempo de aplicacdo: 1 s. Tempo de aplicacdo: 12 s.

& 5 ; . & 5 X . !
(5.1.f) Imagem processada QP pelo algo- (5.1.g) Imagem processada O° usando kd-

ritmo de cortes usando janela 1x2. arvore e janela 1x2.
MAE: 0,56%. MAE: 0,58%.
Tempo de treinamento: 1 s. Tempo de treinamento: 1 s.

Tempo de aplicagdo: 1 s. Tempo de aplicacdo: 8 s.
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. | | ] R ! j | I L ]
(5.1.h) Imagem processada O pelo algo- (5.1.i) Imagem processada O usando kd-

ritmo de cortes usando janela 2x3. arvore e janela 2x3.
MAE: 1,81%. MAE: 1,45%.
Tempo de treinamento: 1 s. Tempo de treinamento: 1 s.
Tempo de aplicacdo: 1 s. Tempo de aplicagdo: 2.027 s.

[ ] ;
(5.1.j) Saida ideal desconhecida O”.



Capitulo 5: Vizinho Mais Proximo 112

Figura 5.2: Neste exemplo, os filtros construidos na 1 sdo utilizados para eliminar ruido
de uma imagem diferente mas corrompida pelo mesmo ruido “sal e pimenta”. Esses
filtros, aplicados a imagem ruidosa 5.2.a gerou as imagens 5.2.c-h.

| (5.2.a) Imagem a ser procssada Q".
256 x 256 pixels, 1 byte por pixel.

(5.2.c) Imagem processada QP pelo opera- (5.2.d) Imagem processada QP pelo opera-
dor obtido na 1.f utilizando algoritmo de dor obtido na 1.g utilizando algoritmo kd-
cortes com janela 1x2. arvore com janela 1x2.

MAE: 1,77%. MAE: 0,96%.

Tempo de aplicagdo: 1 s. Tempo de aplicacao: 12 s.
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(5.2.e) Imagem processada O pelo opera- (5.2.f) Imagem processada QP pelo opera-
dor obtido na 1.h utilizando algoritmo de dor obtido na 1.i utilizando algoritmo kd-
cortes com janela 2x3. arvore com janela 2x3.

MAE: 3,47%. MAE: 2,97%.

Tempo de aplicacdo: 1 s. Tempo de aplicagdo: 2.573 s.



6 Aplicacoes

Apresentaremos, neste capitulo, algumas aplicacdes das técnicas descritas nesta tese.
Também descrevemos certos detalhes de implementagdo omitidos nos capitulos anterio-

Ies.

6.1 Sistema de Processamento de Imagem Utilizado

Para gerar as aplicacdes mostradas neste trabalho, criamos uma biblioteca de rotinas
para lidar com as imagens. Estas rotinas, que denominamos de “MM” (iniciais de Mor-
fologia Matematica), foram escritas utilizando DJGPP versao 2.6.3, um compilador 32
bits da linguagem C++ para DOS. Escolhemos este compilador pois ha versdes deste
compilador para diferentes sistemas operacionais, o que permite uma facil migragao
para outros sistemas. O compilador gerencia toda a memoria fisica disponivel no com-
putador, até 128 Mbytes. Além disso, caso o programa necessite de mais memoria do
que o disponivel fisicamente, o codigo gerado por este compilador cria automaticamen-

te a memoria virtual com paginagao no disco rigido.

Tomamos a decisdo de nao utilizar um ambiente semi-pronto de processamento de ima-
gens, como Khoros, AVS (Application Visualization System) ou o 3DViewnix, pois a
incorporacao de novas fungdes nestes ambientes ndo ¢ um procedimento muito simples

e também porque o custo de alguns desses sistemas € proibitivo.
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As duas classes que constituem o nucleo da biblioteca MM s3o IMAGEM € IMGCOR,
destinadas respectivamente a armazenar uma imagem em niveis de cinza e colorida (u-

ma imagem bindria é armazenada como uma imagem em niveis de cinza).

Foram criadas as rotinas letga € imptga para leitura e escrita de imagens no formato
targa ([Murray and vanRyper, 1994, pp. 644-662]). Adotamos este formato pois € sim-
ples de manipular e amplamente difundido. Outras rotinas podem ser acrescentadas na
biblioteca MM para ler e escrever outros formatos de imagem. O sub-formato para ima-
gens em niveis de cinzas ¢ targa 8 bits, ndo compactado, sem mapa de cores. Para ima-

gens coloridas foi utilizado o formato 24 bits, “true color”, ndo compactado.

Na biblioteca MM, muitos operadores da linguagem C++ receberam a “sobrecarga”
para trabalhar com varidveis do tipo IMAGEM e IMGCOR. Por exemplo, o operador pa-
rénteses foi utilizado para acessar cada pixel da imagem. O operador - indica uma ero-
sdo por um elemento estruturante plano e o operador + indica uma dilatagdo. O opera-

dor || indica o supremo entre duas imagens e o operador ss indica o infimo.

A partir da biblioteca de rotinas, criamos uma série de programas simples, por exemplo,
para calcular erosdo, dilatacdo, abertura, fechamento, para extrair uma sub-imagem,
para “grudar” duas imagens, para corromper uma imagem com ruido “sal e pimenta”,
para calcular a média da diferenga pixel a pixel entre duas imagens, etc. Como exemplo,
copiamos abaixo o programa que calcula o supremo entre duas imagens em niveis de

cinza:

#include <stdio.h>
#include <mm.h>

int main(int argc, char **argv)
{ IMAGEM al,aZ2,s;

if (argc!=4)
erro ("MaximoG argentl.tga argent2.tga argsai.tga");
letga(al,argv[l]);
letga (a2,argvi[2]);
if (al.nl'!'=a2.nl || al.nc!=a2.nc)
erro ("Imagens tamanhos diferentes");

s = al || a2;
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imptga (s,argv[3]);

return 0;
}
O arquivo mm.h contém o “header” das rotinas implementadas. A funcdo erro im-
prime na tela uma mensagem de erro e aborta o programa. Os campos nl € nc de uma
IMAGEM contém, respectivamente, o nimero de linhas e colunas da imagem. Observe
que o operador || que calcula o supremo entre duas imagens estd definido na bibliote-

ca MM, que deve ser “unida” (linked) juntamente com as bibliotecas padroes da lingua-

gem CH++.

Esta forma de trabalhar permite criar facil e rapidamente novos operadores para proces-

samento de imagem, com todas as facilidades que a linguagem C++ oferece.

Além da programacao explicita, utilizamos uma série de programas disponiveis comer-
cialmente ou como “shareware” para tarefas auxiliares. Para fazer a conversao entre os
diferentes formatos de imagens, utilizamos o programa comercial “Image Alchemy”
(conhecido como ‘“‘alchemy”) versdo 1.10. Para visualizar as imagens, utilizamos o
programa “CompuShow” (conhecido como “cshow”) versdo 9.04a em DOS, e

“WinJpeg” versao 2.65 ou “PSP browser” versdo 3.0 em Windows 95.

Para editar manualmente as imagens, para ajustar brilho e contraste, ou para aplicar
alguns filtros pré-definidos utilizamos trés programas que tem funcionalidades seme-
lhantes: “Paint Shop Pro” versao 3.0, “Adobe Photoshop” versdo 3.0 e “Corel Photo-

Paint” versdo 5.0.

Todos os programas foram executados num computador Pentium 100 MHz com 32
MBytes de memoria. O sistema operacional utilizado foi Windows 95. O disco rigido
esta compactado utilizando o programa DrvSpace 3, o que pode aumentar um pouco o
tempo de leitura-escrita do disco rigido. As aplicagdes foram executadas numa janela
DOS do sistema operacional Windows 95. O tempo de processamento foi medido utili-

zando a fun¢do time da linguagem C++. A precisdo desta fungdo chega somente aos
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segundos. Assim, as medidas dos pequenos tempos de processamento, cOmo um segun-

do, tém pouca precisao.

6.2 Implementaciao dos Algoritmos Apresentados

Os algoritmos apresentados neste trabalho (forca bruta consistente, algoritmo de cortes
e kd-arvore) foram implementados em C++ utilizando a biblioteca MM, descrita na
secdo anterior. Foram utilizadas “estruturas” (structures) com “campo de bits” (fields)
para diminuir o uso de memoria. Pela mesma finalidade, foram utilizadas “campos so-
brepostos” (unions). As arvores foram construidas num grande vetor alocado dinami-
camente numa unica chamada de alocagdo de memoria. Isto diminui o tempo gasto pe-
las fungdes de alocacdo dinamica assim como o espacgo perdido pela fragmentacdo de

memoria.

Foram escritos dois programas, ConsG € ConsC, que implementam a for¢a bruta con-
sistente, respectivamente para imagens em niveis de cinzas e coloridas. A entrada do
programa sdo trés imagens (4%, 4* e Q%) e um arquivo que representa a janela. A saida

do programa é a imagem processada QF.
Foram escritos seis programas que implementam a arvore de cortes.

e cutb, cutG e cutC: Constroi a arvore de cortes para as imagens respectivamente
binarias, em niveis de cinza e coloridas. A entrada do programa sao duas imagens
(amostra de entrada 4™ ¢ amostra de saida 4%) e um arquivo que especifica a janela.
A saida ¢ um operador morfoldgico representado como uma arvore de cortes.

® AppB, AppG € AppC: Aplica um operador representado como arvore de cortes numa
imagem bindria, em niveis de cinza ou colorida. A entrada do programa consiste nu-

) x . .
ma imagem a ser processada Q" e num operador criado por um dos programas do i-

tem anterior. A saida é a imagem processada Q.
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Foram escritos dois programas (para imagens em niveis de cinza e coloridas) que im-
plementam a kd-arvore: XKdG e Kdc. A entrada do programa sdo trés imagens (4", A” e
Q%) e um arquivo que representa a janela. A saida do programa é a imagem processada
OP. Estes programas criam a kd-arvore, processam a imagem QO e apaga a kd-arvore no
final do processamento. Optamos por nao armazenar no disco rigido a kd-arvore criada
pois o tempo de construcdo da arvore ¢ muito pequeno em comparacdo com o tempo de
aplicacdo do operador, o que permite criar a kd-arvore em cada processamento e des-

trui-la em seguida.

6.3 Eliminacao de Ruido

6.3.1 Ruido “Sal e Pimenta” com x-NN

Nesta subsecdo, vamos testar a restauracdo de imagens muito corrompidas pelo ruido
“sal e pimenta” utilizando a estratégia k-NN. Este ruido ¢ utilizado em muitos exemplos
de filtragem ndo-linear como, por exemplo, [Dougherty and Astola, 1994, pg. 115] e
[Harvey and Marshall, 1994]. Com probabilidade 1/4, um pixel torna-se preto e com a
mesma probabilidade um pixel torna-se branco. Assim, aproximadamente a metade dos

pixels esta corrompida pelo ruido.

Usando as imagens 6.1.a e 6.1.b como amostras de treinamento, o algoritmo de aprendi-
zagem (arvore de cortes ou kd-arvore) aprende o comportamento do ruido e constréi um
filtro que o elimina. Este operador, quando aplicado & imagem ruidosa 6.1.c, gera as
imagens filtradas. Queremos que estas imagens filtradas sejam semelhantes a saida ideal

desconhecida 6.1.d.

Nas figuras 6.1.e-h estdo as imagens obtidas com janela 1x2 e utilizando respectiva-
mente a arvore de cortes, 1-NN, 9-NN e 20-NN. Entre as trés imagens obtidas pelo mé-
todo vizinho mais proéximo, a melhor foi 20-NN com MAE 4,74% (terceira linha da

tabela 6.1 e figura 6.1.e). Observe como o resultado obtido pela arvore de cortes tem
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praticamente a mesma qualidade que utilizando o vizinho mais proximo e o tempo de

processamento ¢ muito menor (terceira linha da tabela 6.1).

X X
Utilizando uma janela um pouco maior, que denominamos de janela “gama” { },
X

os operadores melhoraram de qualidade, como podemos ver nas figuras 6.1.i-1. Os erros
diminuiram conforme pode-se ver na tabela 6.1 linha 5. Com o aumento da dimensao, o
tempo de processamento de arvore de cortes permaneceu praticamente inalterado (2
segundos) mas os tempos de processamento da kd-arvore aumentaram (linhas 2 e 4 da
tabela 6.1). Uma excecdo ocorreu com a estratégia 1-NN, pois o tempo de processamen-
to diminuiu de 37 segundos com janela 1x2 para 23 segundos com janela gama. Desta

vez, o melhor resultado foi obtido com a estratégia 9-NN (MAE 3,45%).

Para permitir uma comparagao, mostramos nas figuras 6.1.m-p as imagens obtidas utili-
zando o filtro “mediano”, descrito, por exemplo, em [Dougherty and Astola, 1994]. Fil-
tros medianos e seus derivados s3o amplamente utilizados no processamento de imagem
e sinal. As imagens 6.1.0 e 6.1.p, obtidas com filtros medianos 5x5 e 7x7 apresentam
um erro absoluto médio menor que qualquer imagem obtida utilizando a aprendizagem
(3,14% e 3,02%, respectivamente). Porém, todos os detalhes (por exemplo, nos cabelos)
foram perdidos e a imagem esta muito “borrada”, o que ndo ocorre com os filtros obti-

dos pela aprendizagem.

As imagens 6.1.q-z mostram a aplica¢do dos filtros obtidos anteriormente numa outra

imagem, porém corrompida com um ruido com a mesma distribui¢do estatistica.

Aplicando os operadores (janela 1x2) obtidos pela aprendizagem a partir das figuras
6.1.a e 6.1.b na figura 6.1.q resultaram as imagens 6.1.s e 6.1.t, usando respectivamente
arvore de cortes e a estratégia 20-NN. A tabela 6.2, linhas 2 e 3, mostra os tempos € 0s
erros obtidos, inclusive com as estratégias 1-NN e 9-NN cujas figuras correspondentes

foram omitidas.
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Utilizando a janela “gama”, obtivemos as imagens 6.1.u e 6.1.v, respectivamente pela

arvore de cortes e a estratégia 9-NN. Na tabela 6.2 linhas 4 ¢ 5 mostram os tempos de

processamento e os erros obtidos com a janela gama e diferentes estratégias.

Mostramos nas imagens 6.1.w-6.1.z as imagens obtidas utilizando o filtro “mediano”.

cortes I-NN 9-NN 20-NN
janela tempo (s) 2 37 83 151
1x2 MAE 4,96% 6,42% 4,79% 4,74%
janela tempo (s) 2 23 104 278
“gama” MAE 4,03% 4,75% 3,45% 3,55%

Tabela 6.1: Resumo de desempenho da eliminagao de ruido “sal e pimenta” para ima-

gem “Lenna” em niveis de cinza.

cortes 1-NN 9-NN 20-NN
janela tempo (s) 2 50 82 158
1x2 EMA 5,61% 6,99% 5,40% 5,18%
janela tempo (s) 2 34 131 283
“gama” EMA 5,82% 6,35% 4,54% 4,56%

Tabela 6.2: Resumo de desempenho da eliminagdo de ruido “sal e pimenta” para ima-

gem “Mandril” em niveis de cinza.
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Figura 6.1: Eliminacdo do ruido “sal e pimenta” em imagens em niveis de cinza.

(6.1.a) Amostra de entrada A*. (6.1.b) Amostra de saida 4.
51 x 151 pixels, 1 byte por pixel. 51 x 151 pixels, 1 byte por pixel.

(6.1.) Saida do algoritmo e cortes. (6.. Saida a arenizag 1-NN.
Janela 1x2. MAE: 4,96%. Janela 1x2. MAE: 6,42%.
Treinamento: 1 s. Aplicacdo: 1 s. Treinamento: 1 s. Aplicacao: 36 s.
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(6. . g) Saida da aprendizageni 9-NN. (6. .h) Saida da aprendizagerfl 20-NN.
Janela 1x2. MAE: 4,79%. Janela 1x2. MAE: 4,74%.
Treinamento: 1 s. Aplicacdo: 82 s. Treinamento: 1 s. Aplicacdo: 150 s.

(6.1.1) Saida do algoritmo de cortes. (6.1.) Saida da aprndizgmhi NN.
Janela “gama”. MAE: 4,03%. Janela “gama”. MAE: 4,75%.
Treinamento: 1 s. Aplicacdo: 1 s. Treinamento: 1 s. Aplicacao: 22 s.

L, T <
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Tt

(6.1 .) Saida da aprendizagerﬁ 9-NN.
Janela “gama”. MAE: 3,45%.
Treinamento: 1 s. Aplicacdo: 103 s.

( 1 .) Filtro “mediano”. Janela “aa”.
MAE: 17,15%. Processamento: 2 s.

(6.1.1) Saida da aprendizagef 20-NN.

i ]

T

Janela “gama”. MAE: 3,55%.
Treinamento: 1 s. Aplicacao: 277 s.

r.. R W .'.-l

(6.1.n) Filtro “mdiano”. Janela 3x3.

MAE: 7,18%. Processamento: 3 s.
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(6.1.0) Filtro “mediano” com janela 5x5. (6.1.p) Filtro “mediano” com janela 7x7.
MAE: 3,14%. MAE: 3,02%.
Processamento: 4 s. Processamento: 5 s.

(6.1.q) Imagem a ser processada Q. (6.1.1) Sad ideal desconhecida Q"
256 x 256 pixels, 1 byte por pixel. 256 x 256 pixels, 1 byte por pixel.
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(6.1.s) Saida do algoritmo de cortes. (6.1.t) Saida da aprendizagem 20-NN.
Janela 1x2. MAE: 5,61%. Janela 1x2. MAE: 5,18%.
Treinamento: 1 s. Aplicagdo: 1 s. Treinamento: 1 s. Aplicagdo: 157 s.

(6.1.u) Saida do algoritmode cortes. (6.1.v) Saida da aprendizagem 9-NN.
Janela “gama”. MAE: 5,82%. Janela “gama”. MAE: 4,54%.
Treinamento: 1 s. Aplicagdo: 1 s. Treinamento: 1 s. Aplicacdo: 130 s.
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(6.1.w) Filtro “mediano”. Janela “gama”.  (6.1.x) Filtro “mediano”. Janela 3x3.
MAE: 18,28%. Processamento: 2 s. MAE: 9,38%. Processamento: 3 s.

(6.1.y) Filtro “mediano”. Janela 5x5. (6.1.z) Filtro “mediano”. Janela 7x7.
MAE: 5,77%. MAE: 5,61%.
Processamento: 4 s. Processamento: 5 s.
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6.3.2 Ruido “Sal e Pimenta” Colorido

Nesta subsecdo, vamos testar a restauracao de imagens coloridas corrompidas pelo rui-
do “sal e pimenta”. Com probabilidade 1/4, um pixel torna-se preto e com a mesma

probabilidade um pixel torna-se branco (figuras 6.2.a-d).

Usando as imagens 6.2.a e 6.2.b como amostras de treinamento, um algoritmo de apren-
dizagem (arvore de cortes ou kd-arvore) aprende o comportamento do ruido e constroi
um filtro que o elimina. Este operador, quando aplicado a imagem ruidosa 6.2.c, gera as
imagens filtradas mostradas abaixo. Queremos que estas imagens processadas sejam

semelhantes a saida ideal desconhecida 6.2.d.

X X
Utilizando os algoritmos de corte € 9-NN, na janela “gama” { }, obtivemos as sai-
X

das 6.2.e e 6.2.f. Para servir de comparagdo, incluimos as imagens (g) e (h), geradas

pelo filtro mediano.

As imagens 6.2.i-6.2.u mostram a aplica¢do dos filtros obtidos anteriormente numa ou-
tra imagem, porém corrompida por um ruido com a mesma distribuicdo estatistica. A
imagem 6.2.1 ¢ a imagem ruidosa e a imagem 6.2.j ¢ a saida ideal. Aplicando na imagem
6.2.1 os operadores, aprendidos respectivamente pelos algoritmo de cortes e 9-NN, obti-

vemos as imagens 6.2.k e 6.2.1.

Observe que as imagens resultantes contém somente as tonalidades de cor-de-rosa e
roxo, pois sdo as Unicas cores presentes na saida da imagem de treinamento. Assim, o
erro euclidiano médio foi muito grande (20,64% e 16,54%). Este problema, provocado
pelo treinamento insuficiente, pode ser minimizado utilizando alguma informagdo “a
priori” sobre o operador que desejamos projetar. Para a aplicagdo em questdo, sabemos
“a priori” que o comportamento do filtro ¢ idéntico para as trés bandas (vermelho, verde
e azul) permitindo-nos projetar um filtro em niveis de cinza para ser aplicado

independentemente nas trés bandas da imagem. Denominamos este processo de
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“decomposi¢cdo em bandas”. Para projetar este filtro em niveis de cinza, convertemos
cada uma das trés bandas da amostra de entrada 6.2.a para niveis de cinza e os
“grudamos” entre si, obtendo a imagem 6.2.m. Utilizamos 0 mesmo procedimento para
obter a imagem 6.2.n a partir da amostra de saida 6.2.b. A parte superior da imagem
corresponde a banda vermelha, a parte central ¢ a banda verde e a parte inferior ¢ a
banda azul. Utilizando as imagens 6.2.m e 6.2.n como amostras de treinamento,
obtivemos um filtro (drvore de cortes) para niveis de cinza. O projeto deste filtro levou

3 segundos ¢ o filtro ocupou 212.776 bytes.

Separando as trés bandas da imagem a ser processada 6.2.i, obtivemos as imagens 6.2.0,
6.2.p e 6.2.q que correspondem respectivamente aos espectros vermelho, verde e azul da
imagem 6.2.1. Aplicamos o filtro obtido a partir das imagens 6.2.m e 6.2.n nas imagens
6.2.0-p obtendo as imagens 6.2.r-t. A aplicagdo do filtro para cada banda levou aproxi-

madamente 1 segundo.

Juntando as imagens das trés bandas filtradas 6.2.r-t, obtivemos a imagem 6.2.u, que
possui o erro euclidiano médio 7,56%, muito inferior ao erro 20,64% obtido anterior-
mente (imagem 6.2.k). Assim, podemos concluir que a “decomposi¢cdo em bandas” po-
de ser muito eficaz quando sabemos “a priori” que um Unico filtro em niveis de cinza

deve ser aplicado para cada uma das trés bandas.

Utilizando esta mesma técnica para processar a imagem 6.2.c, obtivemos a imagem
6.2.v com erro euclidiano médio 5,00%, pouco menor que 5,99% obtido anteriormente

na imagem 6.2.e.
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Figura 6.2: Eliminacdo do ruido “sal e pimenta” em imagens coloridas.

!

(6.a) Amostra de entrada 4" (6.2.b) Amostra de saida 4.
51 x 151 pixels, 3 bytes por pixel. 51 x 151 pixels, 3 bytes por pixel.

..c) agem ser oésdd ". . (6.2.d) Saida ideal desconhecida O".
256 x 256 pixels, 3 bytes por pixel. 256 x 256 pixels, 3 bytes por pixel.

e

(6.2.e) Saida do algoritmo de cortes. (6..f) Saida da aprendizagem 9-NN.
Janela “gama”. MEE: 5,99%. Janela “gama”. MEE: 4,61%.

Treinamento: 1 s. Aplicagdo: 2 s. Treinamento: 2 s. Aplicacdo: 1.008 s.
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(6.2.g) Filtro “mediano”. anela 3><. (6.2.h) Filtro “mediano” com janelﬁ 7x7.
MEE: 7,33%. Processamento: 6 s. MEE: 3,20%. Processamento: 15 s.

o

..i) Ima;em a ser proces O (6.2.)) Saida ideal desconhecida 0.
256 x 256 pixels, 3 bytes por pixel. 256 x 256 pixels, 3 bytes por pixel.
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it -

(6.2.k) Saida do algoritmo de cortes. (6.2.1) Saida da aprendizagem 9-NN.
Janela “gama”. MEE: 20,64%. Janela “gama”. MEE: 16,54%.
Aplicacdo: 2 s. Aplicagdo: 6.379 s.

¥ ]

(6.2.m) ta ‘ et btida se- (6.2.n) Amostra de saida 4 obtida sepa-
parando as trés bandas da imagem 6.2.a. rando as trés bandas da imagem 6.2.b.

153 x 151 pixels, 1 byte por pixel. 153 x 151 pixels, 1 byte por pixel.
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6.2.1.

A2

(6.2.q) Espectro azul da image 6.2.1.
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i}
final.
as imagens 6.2.1, 6.2.s ¢ 6.2.t. Janela “gama”. MEE: 5,00%.
Janela “gama”. MEE: 7,56%.
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6.4 Reconhecimento de Textura

6.4.1 Reconhecimento de Textura Binaria

Nesta subse¢do, vamos ilustrar o reconhecimento de textura binaria. A construcdo ma-
nual do operador morfologico para reconhecer uma textura, mesmo que esta seja bina-
ria, ndo € uma tarefa muito simples. O algoritmo de cortes pode construir automatica-
mente o operador a partir das imagens amostras, facilitando o trabalho do usuario. For-
necendo a amostra de entrada (figura 6.3.a) e de saida (figura 6.3.b), o algoritmo de
cortes constroi um operador morfologico. Neste caso, utilizamos uma janela 3x3 e o
algoritmo de cortes levou 1 segundo para projetar o operador. Este operador, quando
aplicado a imagem 6.3.c, reconhece a textura desejada, gerando a imagem 6.3.d. Esta
imagem ainda nao esta “limpa”. Para eliminar as “sujeiras”, aplicamos uma série de
erosoes e dilatagdes. Primeiro, fizemos com que a regido com a textura desejada se tor-
nasse um bloco, o que permitiu eliminar em seguida todas as “sujeiras” que estdo longe
desse bloco. Para isso, aplicamos em 6.3.d uma erosdo 6x7 o que gerou a imagem 6.3.e,
seguida por uma dilatagdo 6x7 em 6.3.e que gerou 6.3.f. Observe que em 6.3.f a regido
reconhecida forma um grande bloco. Resta eliminar todas as “sujeiras” que nao fazem
parte deste bloco. Para isso, aplicamos uma dilatagdo 10x10 na imagem 6.3.f. Isto eli-
mina todas as “sujeiras” (6.3.g) mas, a0 mesmo tempo, diminui o tamanho da regido
reconhecida. Aplicando uma erosdo 18x18, obtemos a regido final (6.3.h). A erosdo
final aplicada (18x18) foi maior que a dilatagdo anterior (10x10) pois em muitos pontos
a textura a ser reconhecida ndo chegava até as bordas. Sobrepondo a regido reconhecida

a imagem original, obtemos a imagem 6.3.1.
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Figura 6.3: Reconhecimento de textura bindria.

(6.3.2) Amostra de entrada.
150x150 pixels, 1 bit por pixel.

N
DR
(6.3.b) Amostra de saida.
150x150 pixels, 1 bit por pixel.

AUALAAR
\\\\\‘\\

\

g

\

wﬁ e Ge™

\\\\\\??\\\\\\\\\Q\\\\\\

(6.3.c) Imagem a ser processada.
512x512 pixels, 1 bit por pixel.

(6.3.d) Imagem processada.
512x512 pixels, 1 bit por pixel.

ot
-F— ~
. - woas 1
- --.i ‘ -E_'l-. -‘- ".-'
v":'.-:'

(6.3.e) Aplicacao da erosao 6x7 em 6.3.d.

(6.3.1) Aplicagdo da dilatacao 6x7 em
6.3.c.
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(6.3.g) Aplicagao da dilatagao 10x10 em

6.3.f.

6.3.g.

T
\\\\\\‘

A
YL

s
§

B

(6.3.1) Sobreposi¢ao das imagens 6.3.c e 6.3.h.

(6.3.h) Aplicagdo da erosdao 18x18 em
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6.4.2 Reconhecimento de Textura em Niveis de Cinza

Nesta subsecao, vamos ilustrar o reconhecimento de textura em niveis de cinza. As ilus-
tracdes desta secdo referem-se aos mapas que mostram a média das temperaturas maxi-
mas diarias da regido sul do Brasil, “scanneados” em 256 niveis de cinza do livro [IB-
GE, 1977, pp. 55, 61]. As figuras 6.4.a ¢ 6.4.b mostram a temperatura do més de janei-
ro, que serviram como amostras de treinamento para reconhecer a regido de temperatura
de 30 a 32 graus, com textura “xadrez”. Foi utilizada a janela 3x3 e o algoritmo de cor-
tes. Neste caso, ndo seria boa escolha utilizar a kd-arvore, pois o tempo de processa-
mento seria demasiado longo devido ao tamanho da janela e da amostra de treinamento.
A arvore de cortes levou apenas 15 segundos de treinamento. Aplicando o operador
assim obtido no mapa do més de junho, o que levou 3 segundos, obtivemos a imagem
6.4.d, que esta excessivamente ruidosa. Aplicando na figura 6.4.d o filtro mediano 6x6
seguido por um outro filtro mediano 9x9, obtivemos a imagem 6.4.f, que corresponde a
regido procurada. Sobrepondo esta imagem com a imagem original 6.4.c, obtivemos a

imagem 6.4.g.

O mesmo procedimento (arvore de cortes seguida por dois filtros medianos) foi aplica-

do aos mapas dos outros meses, obtendo as imagens 6.4.h-o.

Utilizando o procedimento exatamente igual, também foi possivel reconhecer uma outra
textura, o “hachurado escuro”, que corresponde as temperaturas acima de 32 graus. A-
pesar de existir nos mapas também uma textura “hachurado claro” o que aparentemente
poderia dificultar o reconhecimento, podemos observar que o reconhecimento teve 6ti-
ma qualidade. As imagens 6.4.p e 6.4.q sdo de treinamento. As imagens 6.4.r-v mostram

os resultados obtidos.



Capitulo 6: Aplicacdes 138

Figura 6.4: Reconhecimento de Textura em Niveis de Cinza

L L 1

(6.4.2) Amostra de entrada. (6.4.b) Amostra de saida. Janela 3x3.
422x312 pixels, 8 bits por pixel. Treinamento: 15s.
Operador: 2.105.336 bytes

(6.4.c) Imagem a ser processada. - (6.4.d) Saida do algoritmb de cortes.
424x312 pixels, 8 bits por pixel. Aplicacdo 3s.
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\“

"

(6.4.e) Saida do filtro mediano 6x6
aplicado em 6.4.d.

(6.4.1) Saida do filtro mediano 9x9
aplicado em 6.4.e.

| 10
JUNHO
8
1]
=
" e
i
d
3y

L

8

12
10

(6.4.g) Sobreposicao das imagens 6.4.c e 6.4.f.

A imagem 6.4.f esta em vermelho.
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T 0

AGOSTO

(o]

1
l‘\_.—-

AGOSTO

|

(6.4.)) Mapa do més dezembro.

(6.4.k) Més dezembro processado.
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1 1 1 1 1 1
(6.4.1) Mapa do més fevereiro. (6.4.m) Més fevereiro processado.

1 1

(6.4.n) Mapa do més julho. (6.4.0) Més julho processado.

1 1
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(6.4.q) Amostra de saida para reconhecer

a textura “hachurado escuro”.
T T
12

(6.4.r) Mapa de junho processado. (6.4.s) Mapa de agosto processado.
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1 1
(6.4.v) Mapa de julho processado.
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6.5 Emulacao de Filtros Desconhecidos

Nesta sec¢do, iremos ilustrar a emulag@o de um filtro digital “caixa preta” (isto ¢, do qual
desconhecemos o mecanismo interno de funcionamento) através da aprendizagem com-
putacional. O comportamento deste filtro digital & conhecido apenas através de algumas

imagens com respectivas imagens filtradas.

6.5.1 Filtro “Solarize”, Decomponivel em Bandas

Nesta subsecdo, iremos emular o filtro “solarize” do Adobe Photoshop 3.0. A figura
6.5.a é a imagem a ser processada ¢ a figura 6.5.b € a amostra de entrada. A amostra de
saida 6.5.c foi obtida aplicando o filtro “solarize” na imagem 6.5.b. Fornecendo as ima-
gens 6.5.b ¢ 6.5.c como amostras de treinamento, o algoritmo de cortes constroi um
operador morfologico. A janela utilizada foi 2x2. Aplicando este operador na imagem
6.5.a obtemos a imagem 6.5.d. Compare-a com a saida ideal 6.5.e, obtida aplicando o
proprio filtro “solarize” na imagem 6.5.a. O erro euclidiano médio foi de apenas 0,98%.
De fato, ¢ muito dificil achar alguma diferenca entre as imagens 6.5.d e 6.5.e. O tempo
de treinamento foi 23 segundos e o de aplicagao 9 segundos. Observe que nesta aplica-
cdo fica dificil utilizar o algoritmo kd-arvore pois a dimensdo 12 (janela 2x2 e quanti-

dade de bandas 3), relativamente grande, torna este algoritmo extremamente lento.

Aplicando o operador morfoldgico que emula o filtro “solarize” obtido anteriormente na
imagem 6.5.f, completamente diferente da amostra de treinamento, resulta a imagem
6.5.g. Podemos verificar visualmente que o resultado estd muito distante da saida ideal

mostrada na figura 6.5.h. De fato, o erro euclidiano médio ¢ 14,89%.

Como melhorar a qualidade do operador obtido? A técnica mais 6bvia seria aumentar o
tamanho de amostras de treinamento. Mas a qualidade pode ser melhorada sem a neces-
sidade de obter mais amostras recorrendo a técnica que denominamos “decomposi¢ao

em bandas”. Uma imagem colorida pode ser convertida em trés imagens em niveis de
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cinza correspondentes as intensidades das trés bandas. Assim, a imagem a ser processa-
da 6.5.f foi convertida na imagem 6.5.1, a amostra de entrada 6.5.b foi convertida na
imagem 6.5.j e a amostra de saida 6.5.c na imagem 6.5 k. Utilizando as imagens 6.5.j e
6.5.k como amostras de entrada e de saida, ¢ possivel construir um operador em niveis
de cinza pelo algoritmo de cortes. Foi utilizada a janela 2x2 e o treinamento levou 50
segundos. Aplicando esse operador na imagem 6.5.i obtivemos a imagem processada
6.5.1. Este processo levou 11 segundos. Convertendo a imagem 6.5.1 numa imagem co-
lorida, obtivemos a imagem 6.5.m. O erro médio euclidiano desta imagem ¢ 0,81%,

muito inferior ao erro 14,89% obtido sem utilizar a técnica de decomposi¢do em bandas.

Processando a imagem 6.5.a pela decomposi¢do em bandas, obtemos uma saida com
erro médio euclidiano 0,14%, bem inferior ao erro 0,98% obtido sem utilizar esta técni-

ca.

Evidentemente, a decomposi¢do em bandas ndo pode ser utilizada para emular qualquer
filtro digital. Para que esta técnica possa ser utilizada, o nivel de saida de cada banda
deve depender exclusivamente da mesma banda da imagem de entrada. Isto é, o nivel de
saida de vermelho deve depender somente dos niveis de vermelho da entrada, o mesmo
ocorrendo para verde e azul. Além disso, um mesmo operador deve ser responsavel pelo

processamento das trés bandas.

A proxima subsecdo mostra um exemplo em que a decomposi¢do em bandas ndo pode

ser utilizada.
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Figura 6.5: Emulacdo do filtro “Solarize” do Adobe Photoshop

e o
v, At pan s .

(6.5.2) Iagem a ser processada. 480x621 pixels, 3 bytes por pixel.

70

wln
(6.5.b) Amostra de entrada. 297x442 pixels,
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(6.5.c) Amostra de saida, obtida aplicando “solarize” em 6.5.b.

(6.5.d) Imagem processada pela arvore de cortes. MEE: 0,98%.
Janela: 2x2. Treinamento: 23 s. Aplicacdo: 9 s.
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(6.5.e) Saida ideal obtida aplicando o filtro “solarize” na imagem 6.5.a.

(6.5.f) Imagem a ser processada. 480x621 pixels, 3 bytes por pixel.
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(6.5.g) Imagem processada utilizando o mesmo operador utilizado para gerar 6.5.d.
MEE: 14,89%.

(6.5.h) Saida ideal obtida aplicando o filtro original “solarize” na imagem 6.5.f.
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(6.5.9) Decamposi- (6.5.k) Decomposi-
¢ao de 6.5.b. Amos- ¢do de 6.5.c. Amos-

tra de entrada. tra de saida.
(6.5.1) Decomosi- (6.5.1) Imagem
¢ao de 6.5.f. processada.
Imagem a ser
processada.

Decompondo as imagens 6.5.f, 6.5.b e 6.5.c em bandas obtemos as imagens em niveis
de cinza. Projetando um operador a partir das imagens 6.5.j € 6.5.k (janela 2x2) e apli-
cando a imagem 6.5.1, obtemos 6.5.1.

(6.5.m) Imagem recomposta a partir da imagem 6.5.1.
MEE: 0,81%. Janela 2x2.
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6.5.2 Filtro “Psychedelic”’, Indecomponivel em Bandas.

Nesta subsecdo, iremos emular o filtro “psychedelic” do Corel Photo-Paint 5.00. Pro-
cessando a imagem 6.5.b com esse filtro obtemos a imagem 6.6.a. O parametro “level”
controla o comportamento deste filtro e utilizamos o valor 127. A partir destas duas
imagens, foi construido um operador morfologico que, processando a imagem 6.5.a
fornece a imagem 6.6.b. O erro médio da imagem 6.6.b, em relacao a saida ideal 6.6.c ¢
6,89%. Utilizando a decomposicdo em bandas, obtemos a imagem 6.6.d cuja qualidade

visual € bem inferior a imagem 6.6.b, o que ¢ confirmado pelo erro 19,85%.

Este resultado mostra que no filtro “psychedelic” existe uma interdependéncia entre as
trés bandas, isto ¢, o nivel de saida vermelho depende nao somente dos niveis de entra-
da vermelho mas também das intensidades das outras bandas. Isto torna este filtro “in-

decomponivel em bandas”.
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Figura 6.6: Emulacdo do filtro “Psychedelic” do Corel Photo-Paint

- 5

Eg.6.a) mostra de sai(,igl

(6.6.b) Imagem processada pelo algoritmo de cortes.
Janela 2x2. MEE: 6,89%.
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OO
o ¥

(6.6.c) Saida ideal.

IR

(6.6.d) Processada pela decéﬁlposigﬁo edbandas, janélé 2x2. Observe que a qualidade
desta imagem ¢ bem inferior aquela obtida sem utilizar a decomposi¢do em bandas
(6.6.b). MEE: 19,85%.



7 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos novas técnicas para projetar operadores morfoldgicos pela
aprendizagem computacional, mais eficientes que aquelas conhecidas na literatura.
Também estendemos a possibilidade de uso dessas técnicas de imagens binarias e niveis
de cinza para imagens digitais em geral. Apesar de termos implementado estas técnicas
somente para imagens bindrias, em niveis de cinza e coloridas, a teoria prevé a possibi-

lidade de seu uso para animagdes, imagens tridimensionais, etc.

Para atingir este objetivo, no capitulo 2 resumimos a morfologia matematica para reti-
culados e, em especial, descrevemos a teoria de representagdo de operadores. Introdu-
zimos a representacdo por intervalos, uma forma alternativa para representar operado-

res. A teoria da morfologia binaria foi apresentada no anexo A.

No capitulo 3, descrevemos o modelo de aprendizagem de Haussler. Introduzimos a
funcdo minimizadora de penalidade e, utilizando-a, generalizamos a consisténcia. De-
pois demonstramos que todo algoritmo de aprendizagem consistente ¢ PAC. No anexo
B, a aprendizagem PAC cléssica (modelo de Valiant) foi descrita. No anexo C foi feito
um pequeno estudo comparativo da aprendizagem computacional com a teoria do co-
nhecimento humana. No anexo D o problema de aprendizagem do operador foi descrito

numa linguagem de teoria da estimacao.

No capitulo 4 formalizamos a constru¢ao automatica de operador como um problema de
aprendizagem de Haussler e mostramos que, em certos casos, uma representagao por
intervalos pode ser armazenada numa arvore de busca binaria, o que acelera o proces-
samento computacional. Utilizando esta idéia construimos o algoritmo de cortes.

Calculamos a complexidade computacional deste algoritmo concluindo que ¢
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lamos a complexidade computacional deste algoritmo concluindo que ¢ teoricamente
muito mais veloz que os algoritmos anteriormente conhecidos. Mostramos algumas a-
plicagdes que confirmam o alto desempenho. Apresentamos algumas razdes pelas quais
a complexidade de amostra real de um problema de aprendizagem do operador ¢ muito

menor que a tedrica e discutimos o critério para escolha da janela conveniente.

No capitulo 5, utilizamos o algoritmo de busca do vizinho mais proximo como algorit-
mo de aprendizagem. Distinguimos algoritmo de vizinho mais proximo consistente do
nao-consistente € demonstramos que somente o primeiro ¢ uma solu¢do PAC do pro-
blema de aprendizagem de operador. Utilizamos o algoritmo kd-arvore como algoritmo
de busca do vizinho mais préximo. Comprovamos que o algoritmo de cortes ¢ mais ra-
pido que kd-arvore, embora o Ultimo forneca normalmente um resultado melhor que o

primeiro. O algoritmo kd-arvore foi descrito computacionalmente no anexo E.

No capitulo 6 descrevemos alguns detalhes da implementacdo dos programas e mostra-

mos diversas aplicagdes das técnicas estudadas.



A. Morfologia Matematica Binaria

Este anexo apresenta resumidamente a morfologia binaria, principalmente para os leito-
res ndo familiarizados com este assunto. Historicamente, toda a teoria da morfologia
comegou a partir do tratamento de imagens bindrias. Os livros [Matheron, 1975] e [Ser-
ra, 1982] contém a base desta teoria ¢ os seus autores sdo considerados os fundadores da
morfologia matemadtica. O artigo [Serra, 1986] e [Haralick et al., 1987] e o livro [Dou-
gherty and Astola, 1994] também expdem a teoria da morfologia binaria. Algumas apli-
cacdes da morfologia bindria podem ser encontradas em, por exemplo, [Maragos and
Schafer, 1986], [Schmitt, 1989b] e [Pai and Hansen, 1994]. Algoritmos para acelerar o
processamento de operadores binarios encontram-se em [Vincent, 1990] e [Jones and

Svalbe, 1994a).

Uma abordagem completamente diferente para morfologia binaria encontra-se nos tra-
balhos [Ghosh, 1990], [Ghosh, 1991] e [Ghosh, 1993]. Estes trabalhos descrevem os
algoritmos fundamentais da morfologia para imagens bindrias vetoriais. Uma imagem
binaria vetorial considera todos os objetos da imagem como poligonais e cada poligono
¢ descrito armazenando as coordenadas dos seus vértices. Uma convengao de ordem dos

vértices (por exemplo, anti-horaria) indica o interior do poligono.

Para poder definir a imagem bindria necessitamos do grupo abeliano. Portanto, vamos
relembrar abaixo a definicdo do grupo abeliano (maiores detalhes veja, por exemplo,

[Birkhoff and Bartee, 1970]).

Defini¢ao (grupo abeliano): Um conjunto £ com uma operagao + ¢ um grupo abeliano

se para todo a, b, ¢ € E valem as seguintes propriedades:
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l.a+b=b+a
2. (atb)y+tc=a+(b+o)
3.doeFE talque a+to=o0+a=a,VaeE
4. 3-aeE talque a +(-a)=(-a) +ta=o0,VaeE
O elemento o ¢ chamado de identidade do grupo ou elemento neutro e -a ¢ denominado

inverso do elemento a. Costuma-se escrever a+(-b) como a-b.
Uma imagem binaria ¢ tradicionalmente definida sobre um grupo abeliano como segue:

Defini¢do (imagem binaria): Uma imagem bindria ¢ um subconjunto de um grupo
abeliano FE, isto ¢, uma imagem binaria A ¢ um elemento de P(E), o espaco de todos os

subconjuntos de E.

Normalmente, trabalha-se com E=7°. Também observe que, como P(E) ¢ isomorfo ao
espaco das fungdes £ — {0,1}, podemos definir uma imagem bindria como uma fun¢ao

de £ em {0,1}. Uma transformagao de uma imagem binaria, isto é, um filtro digital so-

bre uma imagem binaria, ¢ denominada de operador.

Defini¢ao (operador): Um operador morfologico binario ou simplesmente operador
bindario é uma fun¢do P(E) — P(E), onde P(E) é o espago de todos os subconjuntos de

E.

Definicdo (transla¢iio): Dada uma imagem bindaria B, denota-se por B, a translagdo de

Bporumpontop € E,istoé B,={b+p|beB}.

Defini¢ao (soma Minkowski): A soma de Minkowski entre duas imagem binarias 4 e B
¢:

A®B={a+blaecd,beB}=JB, =]4,

acAd beB
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O operador morfologico denotado 6 ,(A4) que leva 4 em A® B ¢ denominado de dila-

tagdo binaria e a imagem B ¢ denominada elemento estruturante. Segundo [Heijmans
and Ronse, 1990], esta operagdo foi definida originalmente em [Minkowski, 1903]. Se-
gundo [Heijmans and Ronse, 1990], o dual da soma de Minkowski foi definido mais

tarde pelo Hadwiger [Hadwiger, 1950] e recebe o nome de subtragdo de Minkowski:

Definicao (subtracio Minkowski): A subtracdo de Minkowski entre duas imagem bi-
narias A ¢ B é:

ASB={z eE|Bng}:ﬂA_b

beB

O operador morfologico denotado €,(A4) que leva 4 em A4S B recebe o nome de ero-

sdo binaria e a imagem B ¢ denominada de elemento estruturante. Na X, temos exemplos

de erosdo e dilatagdo bindrias.

Definicao (crescente): Dizemos que um operador binario y € crescente se X € X' =

y(X) cw(X') (VX, X € P(E)). Um operador decrescente define-se de forma analoga.

Definicao (t-operador): Dizemos que um operador binario y € invariante por transla-

¢do ou t-operador se para todo X € P(E) e para todo p € E vale y(X,) = (y(X)),.

Defini¢ao (nucleo): Dado um t-operador v, o seu nucleo é definido como segue:

Ker(y)={BcE|o e y(B)}.

Matheron em [Matheron, 1975, pp. 218-219] provou o seguinte teorema:

Teorema A.1 (Matheron): Se y ¢ um t-operador crescente entdo para todo X c £

temos:

y(X)= [JxenB

BeKer(y)
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Pelo principio de dualidade, o teorema acima possui um resultado dual que diz que todo

t-operador crescente pode ser representado como uma interseccdo de dilatagdes.

Definicao (intervalo): Dado um par de imagens binarias 4 e B tais que 4 < B, o inter-
valo fechado de imagens com extremidades 4 e B, denotado por [A4,B], ¢ o seguinte
conjunto de imagens:

[A4,B]={XcE:Ac X c B}

O artigo [Banon and Barrera, 1991] estendeu o teorema de Matheron para operador ndo
necessariamente crescente utilizando como operador elementar o sup-gerador definido

abaixo:

Definicdo (sup-gerador): Um sup-gerador binario ¢ caracterizado por um intervalo

fechado [ 4, B] e ¢ definido como:
Mup(X)={xeE:4,cXcB)}, XcE

O inf-gerador pode ser definido de forma dual. O trabalho [Banon and Barrera, 1991]
demonstra que qualquer t-operador pode ser representado como uma unido de sup-

geradores.

Teorema A.2 (sup-gerador): Dado um t-operador y (nao necessariamente crescente)

vale a seguinte igualdade:

w(X) =J{Aum(X):[4,B]c Ker(y)}, X< E

Pelo principio da dualidade, pode-se mostrar que todo t-operador pode ser representado

como intersec¢do de inf-geradores.
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(A.1.f) Erosdo 3 x 4. (A.1.g) Dilatagado 3 x 4.
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(A.1.h) Dilatagdo 10 x 25. (A.1.1) Erosdo 10 x 25.

(A.1.)) Sobreposi¢do da imagem original
e a imagem A.1l.i.

Figura A.1: Esta figura ilustra o comportamento da erosdo e dilatacdo bindrias. Na fi-
gura A.l.a, vemos um mapa do centro-oeste do Brasil digitalizada por um “scanner”.
Uma sub-imagem deste mapa foi recortada A.1.b e a regido cuja textura queremos reco-
nhecer foi pintada de vermelho manualmente A.l.c. Utilizando as imagens A.l.b e
A.l.c como amostras de treinamento, um algoritmo de aprendizagem (algoritmo de cor-
tes) criou um operador morfologico para reconhecer a regido de interesse. Aplicando
esse operador a imagem original A.l.a obtemos a imagem processada A.l.d. A partir
desta imagem, foi criada uma imagem bindria A.l.e com 4area branca correspondendo ao
regido de interesse achada pelo operador. Esta figura ¢ ruidosa e gostariamos de limpa-
la. Aplicando uma erosdo bindria 3 x 4 em A.l.e, obtemos A.1.f. Aplicar erosdo equiva-
le a “espalhar” pontos pretos o que elimina ruidos brancos. Aplicando uma dilatagdo 3 x
4 na imagem A.1.f, obtemos A.1.g. A dilatagdao “espalha” os pontos brancos. Aplicando
uma dilatacdo 10 x 25 em A.l.g obtemos A.l.h e com uma erosdo 10 x 25 em A.l.h
obtemos A.l.i. Compondo a imagem A.l.i e a imagem original A.l.a, obtemos a ima-
gem A.1.j, que reconhece a textura alvo sem ruidos.



B. Aprendizagem PAC Classica

O modelo de aprendizagem provavelmente aproximadamente correta (PAC), foi descri-
to originariamente no artigo [Valiant, 1984] e por isso ¢ também conhecido como
modelo de Valiant. O livro [Anthony and Biggs, 1992] expde-no didaticamente. O
anexo presente baseia-se neste livro, com algumas alteragdes para que as notacdes e
defini¢des sejam coerentes com o modelo PAC generalizado que descrevemos no
capitulo 3. Este anexo destina-se principalmente aqueles leitores ndo familiarizados

com a teoria da aprendizagem computacional.

Além das obras citadas no paragrafo anterior, o trabalho [Angluin, 1988] descreve a
aprendizagem de conceito para responder diferentes tipos de perguntas: pertinéncia,
equivaléncia, inclusdo de um conjunto em outro, verificar se os conjuntos sao disjuntos,
etc. [Angluin and Laird, 1988] apresenta o modelo de aprendizagem PAC classico com
ruido, isto ¢, quando podem haver conflitos nos exemplos. Porém, o modelo de Haussler
descrito no capitulo 3 ¢ muito mais abrangente e também consegue tratar o problema de
conflito. O artigo [Bergadano and Cutello, 1995] utiliza o0 modelo de aprendizagem de

Valiant para construir um sistema de classificacao nebuloso.

A aprendizagem computacional tem sido utilizada freqlientemente no reconhecimento
de padrdes. O trabalho [Saitta and Bergadano, 1993] ¢ um “survey” tedrico da aplicagdo
de aprendizagem computacional para essa finalidade. Na morfologia, o trabalho [Barre-
ra et al., 1995] modela a aprendizagem de operadores morfoldgicos bindrios utilizando

o modelo de Valiant.
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Neste anexo, iremos trabalhar somente com conjuntos finitos, pois esta suposi¢cao nao
coloca restrigdes a nenhuma aplicagao pratica além de simplificar muito a teoria e as

demonstragdes de muitos teoremas.

Definicao (instincia, saida): Seja X um conjunto finito arbitrario que chamaremos de
espaco das instdncias e seja o conjunto ¥ = {0,1} que denominaremos de espaco das

saidas. Seus membros sdo denominados de instdncia e saida, respectivamente.

Defini¢ao (amostra, exemplo, conceito, conflito): Chamaremos o conjunto Z = X x ¥V
de espaco das amostras. Uma fungdo c: X — Y ¢é chamado de conceito ou regra de de-
cisdo. Um exemplo do conceito ¢ ¢ uma dupla ordenada (x, y) € Z, onde y = ¢(x). Um
exemplo onde y=1 ¢ conhecido como um exemplo positivo, € um exemplo com y=0 ¢
denominado de exemplo negativo. Uma amostra do conceito ¢ ¢ uma seqii€éncia exem-
plos,isto €, z = ((x1,y1), (x2,2), ooy (Xm, Ym) ), onde y; = c(x;). Como ¢ ¢ uma fun-
¢do, ndo podem haver conflitos nos exemplos de uma amostra. Dizemos que ha conflito

quando numa amostra x;=x; mas y;#;,.

Definicdo (distribuicio de probabilidade): O espaco das distribuicoes de probabili-

dade P ¢ uma familia de distribuigdes de probabilidade em X.

As instancias de uma amostra sdo escolhidas aleatoriamente de acordo com uma distri-

buigdo de probabilidade P € Z, suposta desconhecida.

Definicao (espaco das hipdteses): O espaco das hipoteses ou o espago das regras de

decisdo J{ ¢éum subconjunto do espago das fungdes X — {0,1}.

Definicdo (conceito alvo, hipétese): Um conceito desconhecido ¢ € #/ a ser aprendido

¢ chamado de conceito alvo.
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O problema de aprendizagem classico consiste em achar um conceito 4 € % chamado

hipotese, que seja uma boa aproximagao de 7.

Definicao (algoritmo de aprendizagem): Um algoritmo de aprendizagem ¢ uma fun-

¢io A:U, ., 72" > H.

Isto é, um algoritmo de aprendizagem associa, a cada amostra z € Z" de um conceito

alvo t € 7/ uma hipotese h € #/ Este processo sera denotado por # = A4(Z).

Definicao (erro de hipétese): Seja P uma distribuicdo de probabilidade em X. Defini-

mos o erro de um hipdtese & € # em relagdo a um conceito alvo ¢, como a probabili-

dade do evento A(x) # #(x), isto &, erp( h,t) =P{x € X: h(x)# #x) }.

Podemos dizer, informalmente, que o objetivo de um problema de aprendizagem classi-

co ¢, dadas uma amostra gerada por uma distribui¢ao de probabilidade P € Z¢ um con-

ceito alvo ¢ € 7/ achar uma hipotese i € A tal que erp( A, t) seja “pequeno”.

Defini¢ao (problema de aprendizagem): Vamos definir um problema de aprendiza-
gem cldssico como uma tripla ordenada (X, % 7. O primeiro componente, X, é o es-
paco das instancias que é um conjunto finito arbitrario. O segundo, H, é o espaco das
regras de decisdo, uma familia de fungdes X — {0,1}. O terceiro componente, P, ¢ uma

familia de distribui¢des de probabilidades em X que governa a geracao dos exemplos.

Defini¢do (algoritmo PAC): Dizemos que um algoritmo de aprendizagem A:
U,., Z" - H ¢é uma solugdo provavelmente aproximadamente correta (abreviada
como PAC) de um problema de aprendizagem classico (X, %, 7 sse, dados dois niime-

ros reais € € 0 (0 < g, 0 < 1) existe um tamanho finito de amostra my = mo(e, d) tal que

para toda distribuigdo de probabilidade P € Ze para todo conceito alvo ¢t € # sempre

que tivermos m > my,
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P"{Z €Z": er,(A(2),t) <e} > 1-6

A funcdo m(e, 8) ¢ chamada de complexidade de amostra.

Definicdao (algoritmo consistente): Dizemos que um algoritmo de aprendizagem .A:
U,., Z" — H ¢ consistente com um problema de aprendizagem cléssico (X, #, 7

sse, para qualquer conceito alvo ¢ € #/e para amostra de qualquer tamanho Z , temos:

) ez = AE)x=y.

Os teoremas 4.1.1 e 4.2.1 do [Anthony and Biggs, 1992] juntos demonstram o enuncia-

do abaixo. Unimos essas duas demonstra¢des num unico teorema.

Teorema B.1 (consisténcia): Sejam (X, 7 7 um problema de aprendizagem classico
e A um algoritmo consistente. Se .#/ ¢ finito, entdo A é PAC.

Prova: Pela defini¢io, A é PAC sse dados 0 <g, 8< 1, V¢ € H e VP e P, existir my
= mo(e, 0) tal que Vm > my,

P"{Z €Z": er,(A(2),t) <e} > 1-6
Considere, portanto, dados &, 8, #, P e um algoritmo consistente A. Seja h € JH tal que:
erp(h,t)=P{xeX:h(x)# tx)} > ¢

Entdo, P{xeX : h(x)=t(x)}<l-g. Portanto, P"{X X" : h(x,)=t(x;), 1 <i < m }<(1-¢g)".
Esta ¢ a probabilidade de que uma regra de decisdo /4 que tem a propriedade erp(h,t) > €

seja consistente com uma amostra de tamanho m. Portanto, a probabilidade de que exis-

ta pelo menos uma regra de decisdo he H , que satisfaz erp(h,f) > & e que simultanea-

. . , m
mente seja consistente com uma amostra de m exemplos ¢ menor que ‘.’]—[ ‘(1 - 8) . Ora,

‘.’7—[‘(1 —¢)" <8 quando:

Pois nesse caso,
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‘5‘[‘(1—8)'" < ‘H‘exp(—sm) < ‘.’]—[‘exp[ln[‘%]] = 0

Logo, quando m satisfaz a desigualdade acima, P"{Z €Z" : er,(A(Z),t)<e}>1-6. &

Como neste trabalho estamos lidando somente com conjuntos finitos, um algoritmo

consistente sera sempre PAC.

Corolario (complexidade): A complexidade de amostra de um algoritmo consistente

com um problema de aprendizagem classico com J finito é:

L[ 12
m0(8,8)= gln T .

Prova: E uma conseqiiéncia direta da demonstracdo do Teorema acima. u



C. Aprendizagem Computacional e Humana

Apesar deste trabalho ndo ter a pretensdo de realizar um estudo filosofico profundo so-
bre as diferencas e as semelhancas entre a aprendizagem computacional e humana, jul-
gamos interessante escrever algumas consideracdes a este respeito, pois este questiona-

mento surge naturalmente ao estudarmos a aprendizagem computacional.

A aprendizagem computacional estd matematica e estatisticamente definida nos traba-
lhos que citamos no capitulo 3 e no anexo B, o que permite conhecer exatamente o seu
mecanismo de funcionamento. Porém, ndo existe uma opinido unanime sobre o meca-
nismo de funcionamento do processo de aprendizagem humana. Ao compararmos a
aprendizagem humana com a computacional, ¢ possivel assumir duas atitudes: ou pen-
sar que os dois mecanismos sdo essencialmente diferentes apesar de apresentarem al-

gumas semelhancas ou pensar que no fundo sd3o a mesma coisa.

A primeira corrente € representada pela filosofia cldssica ocidental que se encontra sin-
tetizada na obra “Suma Teologica” de Tomas de Aquino. Uma edi¢do em portugués
desta obra é [Aquino, 1980]. Adotando as idéias da filosofia classica, chegaremos ne-
cessariamente a conclusdo de que a aprendizagem humana e computacional sdo radi-

calmente diferentes, apesar das semelhangas aparentes.

A segunda corrente de pensamento ¢ defendida, por exemplo, no artigo [Valiant, 1984]
que introduziu a aprendizagem computacional. Este artigo, apesar de ter carater mate-
matico, também faz incursdes no terreno gnoseologico, ao procurar tirar conclusdes

filosoficas a partir dos resultados matematicos que obteve.
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Como Tomas de Aquino pode ser desconhecido para muitos leitores da area de exatas,
transcrevemos abaixo, da apresentacdao da obra [Aquino, 1980], o contexto historico e
cultural desse filoésofo: “No auge do desenvolvimento intelectual do século XIII, no
maior centro cultural da Idade Média, em Paris, Tomas de Aquino iniciou suas
atividades docentes, atividades estas que se desenvolveram posteriormente também em
Colobnia e na Italia. (...) Em seus estudos universitarios em Napoles, Paris e Colonia,
entrou em contato com a tradigdo cristd. Defrontou-se, também, com os classicos da
antigiiidade, principalmente obras de Platdo e Aristoteles. Foi-lhe importante
igualmente o confronto com o pensamento arabe-judaico que, através da Espanha, havia
atingido o Ocidente. Todo esse material, que desde o inicio do século XIII vinha sendo
assimilado pelos mestres universitarios, encontraria em Tomds quem melhor o
sintetizou.” Na teoria do conhecimento, também chamada gnoseologia, Tomas segue
fielmente Aristoteles, segundo reconhece a apresentagdo de [Aquino, 1980]: “Nao se
limitou ele a citar Aristoteles, mas reconhecendo-lhe superioridade da sintese filoséfica
sobre a entdo dominante, e percebendo a irredutibilidade entre ambas, desfez-se dos
esquemas gnoseologicos e metafisicos neoplatonicos” para adotar o pensamento

aristotélico.

Para compararmos os dois processos de aprendizagem considere o reconhecimento de
um objeto, por exemplo, “cadeira”. Para ensinar o conceito “cadeira” a um computador
(utilizando o modelo de Valiant, de Haussler ou de vizinho mais proximo) ¢ necessario
fornecer-lhe uma certa quantidade de imagens de objetos, cada qual classificada corre-
tamente (ou com uma taxa de acerto pelo menos maior que 50%, dependendo do mode-
lo adotado) como “cadeira” ou “ndo-cadeira”. Quando um novo objeto ¢ mostrado ao
computador assim treinado, ele o classificara como cadeira ou nao, buscando na memo-
ria um objeto semelhante, para dar ao objeto desconhecido a mesma classificacdo.
Quando uma crianga aprende a reconhecer uma cadeira, aparentemente ela procede do

mesmo modo que o computador.

As duas aprendizagens possuem semelhancgas, pois os dois processos tém inicio nos

sentidos. No caso do computador, o processo de aprendizagem parte das imagens
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captadas por uma camara digitalizadora ou um “scanner”. Também no homem, o
processo de conhecimento parte dos sentidos, como diz Agostinho citado em [Aquino,
1980, parte I, questdo 84, artigo2]: ““A mente conhece as coisas corporeas pelos sentidos
do corpo”. Aristoteles, citado em [Aquino, 1980, parte I, questdo 84, artigo3] diz: “O
intelecto ¢ como uma tabua na qual nada esta escrito.” Isto é, se possuimos algum
conhecimento, ndo € porque nascemos com ele, nem porque esse conhecimento foi
implantado na nossa mente de alguma forma, mas porque o aprendemos a partir das
informacodes fornecidas pelos sentidos. Tomads, em [Aquino, 1980, parte I, questao 84,
artigo 6], explica o funcionamento dos sentidos do seguinte modo: “Aristoteles
concorda com Democrito em que as operagdes da parte sensitiva sdo causadas pela
impressao dos sensiveis no sentido (...) pois Demdcrito também ensinava que todo
sentir se da por influigdo dos atomos”. Em linguagem moderna diriamos que vemos
porque os fotons chegam aos nossos olhos ou que ouvimos porque as ondas sonoras

chegam aos nossos ouvidos.

Tanto o computador como a crianca sdo capazes de abstrair algumas caracteristicas sim-
ples da imagem do objeto apresentado, como a cor, o nimero de pernas, a textura, o
tamanho, se possui ou ndo encosto, se ¢ estofado, etc. Também ambos sdo capazes de
memorizar as imagens dos objetos, juntamente com as caracteristicas que conseguiram

abstrair das imagens, e a sua classificacdo (¢ ou ndo uma cadeira).

Porém, apds alguns exemplos, a crianga entende que se chama de cadeira um moével
projetado para sentar em cima, mesmo que 0 seu aspecto externo, a cor, o material pos-
sa variar imensamente de uma para outra. Ela consegue fazer esta abstragdo mesmo que
o seu conhecimento de linguagem ndo lhe permita expressar o que aprendeu com pala-
vras. O computador, pelo menos nos modelos de aprendizagem que estamos conside-
rando, ¢ incapaz de fazer esta abstracdo, por si e a partir dos exemplos. Uma vez capta-
da a esséncia do conceito, a crianga ¢ capaz de classificar facilmente um objeto desco-
nhecido em cadeira ou ndo-cadeira, verificando se ele foi projetado para sentar ou nio.
Podemos mostrar cadeiras com trés, cinco, seis pernas, com ou sem braco, com ou sem

encosto, em forma de coelho, de elefante, etc. e a crianga as classificara corretamente,
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mesmo sem nunca ter visto anteriormente exemplos semelhantes. Por outro lado, se
apresentarmos ao computador uma cadeira em forma de coelho, que nao faz parte da
sua base de conhecimento, ele tentara classifica-lo baseado unicamente na semelhanca
externa deste com os exemplos previamente conhecidos (nos modelos considerados), o

que possivelmente levaria a uma classificagdo incorreta.

O artigo [Valiant, 1984] tem uma opinido diferente para a aprendizagem do conceito,
pois este afirma: “Considere um mundo contendo robds e elefantes. Suponha que um
dos robos tenha descoberto um algoritmo de reconhecimento para elefantes (...). Nosso
teorema implica que este robo pode comunicar seu algoritmo ao resto da populacdo de
robds simplesmente exclamando ‘elefante’ toda vez que um elefante aparecer.” Tam-
bém afirma: “Um aspecto importante da nossa abordagem (...) € que nos exigimos que o
professor e aprendiz concordem somente numa pequena fragdo de exemplos naturais. O
comportamento deles para exemplos ndo-naturais ¢ irrelevante, e portanto a descri¢do
de todos possiveis mundos nao ¢ necessaria”. Portanto, para Valiant, uma cadeira em
forma de coelho seria um exemplo ndo-natural e portanto irrelevante. Valiant completa
o seu raciocinio afirmando: “Se levarmos avante as conclusdes, esta idéia tem conside-
raveis implicagdes filosoéficas: Um conceito aprendivel ¢ nada mais que um pequeno
programa que distingue algum exemplo natural de alguns outros. Se tal conceito ¢ di-
fundido numa populacdo, variagdes substanciais no significado podem aparecer. Mais
importante, o consenso ira existir somente para entradas naturais. O comportamento de

um programa individual para exemplos nao naturais ndo tem relevancia”.

Na realidade, a capacidade de abstracao do ser humano vai muito além de descobrir a
funcionalidade de um objeto (que a cadeira ¢ um objeto feito para sentar), o que o com-
putador ja € incapaz de fazer por si, pelo menos nos modelos de aprendizagem conside-
rados. O ser humano ¢ capaz de aprender conceitos abstratos, ¢ capaz de abstrair leis
universais a partir das observagdes, ¢ capaz de inventar algoritmos inéditos, ¢ capaz de
formular e demonstrar teoremas, etc. Tomas de Aquino em [Aquino, 1980, parte I, ques-
tao 84, artigo 6] explica esta capacidade humana de abstracdo dizendo: “Quanto ao inte-

lecto, Aristoteles ensina que (...) aquele agente mais nobre e superior, a que chamou
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intelecto agente, torna os sensiveis recebidos nos sentidos em inteligiveis atuais, por
meio da abstracao”, em outras palavras, existe uma faculdade humana que, partindo de
uma série de exemplos de cadeiras, ¢ capaz de abstrair o que realmente significa o con-
ceito cadeira ou permite abstrair a lei da gravidade a partir da trajetoria da lua e dos
planetas. Depois acrescenta: “Como ndo bastam os sensiveis para inteligir, mas ¢ neces-
sario o intelecto agente, ndo se pode dizer que o conhecimento sensivel seja a causa
perfeita e total do conhecimento, mas a sua matéria causadora.” Tirando conclusdes a
partir das idéias da filosofia cléassica, a aprendizagem computacional nunca poderia ul-
trapassar o conhecimento sensivel, pois falta ao computador o intelecto agente, a capa-
cidade para extrair o inteligivel do sensivel. O computador ndo conhece o conceito uni-
versal “cadeira” mas apenas uma quantidade enorme de objetos singulares classificados
como “cadeira” ou “ndo-cadeira”. Aristoteles, citado em [Aquino, 1980, parte I, questao
86, artigo 1] diz: “O universal ¢ conhecido pela razdo e o singular pelo sentido.” E co-

nhecer uma quantidade enorme de singulares nunca ¢ conhecer o universal.

Um ser humano consegue aprender um novo conceito a partir de um nimero relativa-
mente pequeno de exemplos, devido a sua capacidade de abstragdao. Por outro lado, a
impossibilidade do computador captar o conceito universal faz com que haja a necessi-
dade de treind-lo fornecendo uma quantidade imensa de exemplos para atingir uma taxa
de erro toleravel, nos modelos de aprendizagem considerados. Muitas vezes, esta quan-
tidade estd muito além do realizavel na pratica. Apesar desta dificuldade, a aprendiza-
gem computacional tem sido utilizada com sucesso em diversas areas, como no reco-
nhecimento 6tico de caracteres (OCR), reconhecimento de voz, reconhecimento de pa-

droes, etc.

Na opinido pessoal do autor deste trabalho, as idéias da filosofia classica sobre a apren-
dizagem sdo mais plausiveis que aquelas que consideram que a aprendizagem humana e

computacional sao no fundo a mesma coisa.



D. Teoria da Estimacao e Aprendizagem de

Operador

Neste anexo, colocamos o problema de aprendizagem de operador no contexto da teoria
da estimagdo ([Spiegel, 1974], [Spiegel, 1979], [Sage and Melsa, 1971], [Sorenson,
1980], [Dudewicz and Mishra, 1988]). Os artigos [Dougherty, 1992a] e [Dougherty,
1992b] utilizam a teoria da estimacao para estabelecer uma metodologia para o projeto

de operadores 6timos binarios e em niveis de cinza, respectivamente.

Para que as analogias entre a aprendizagem computacional e a teoria da estimacao fi-
quem mais claras, utilizamos as mesmas notagdes utilizadas no resto do trabalho, que
nao sdo as mais usuais na teoria da estimac¢ao. Denotaremos as variaveis aleatorias em

negrito ndo-italico.

A teoria da amostragem estuda as relagdes existentes entre uma populagdo e as amos-
tras dela extraidas. A inferéncia estatistica tem por objetivo fazer generalizagdes sobre
uma populagao com base em dados de uma amostra. Os dois problemas basicos neste
processo sdo a estimagdo de parametros € a teste de hipoteses sobre pardmetros. A es-
timagao de parametros procura deduzir parametros populacionais da estatistica amostral
correspondente. A estimacdo de parametros pode ser subdividida em estimagdao por

intervalo e estimagdo pontual.

A estimagdo por intervalo expressa a estimativa de um pardmetro por um intervalo no

qual o parametro deve estar situado. Uma indicacdao da precisdo dessa estimativa cha-
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ma-se confiabilidade. Esta técnica ¢ amplamente utilizada, por exemplo, nas pesquisas

eleitorais, pesquisa de audiéncia de televisao, etc.

A situagdo basica da estimacdo pontual € a seguinte. Observamos variaveis aleatorias z,
~ . . .~ N . *
..y Zyy. A fungdo de distribuicdo de zy, ..., z,, depende de um pardmetro desconhecido 4

(por exemplo, a média populacional de uma distribuicao normal) que conhecemos per-
tencer a um conjunto J{. Estimamos 4~ por uma fungdo apropriada A(zi, ..., z,,). Tal
funcdo ¢ denominada estatistica ou estimador. Como z,, ..., Z,, sdo variaveis aleatorias,
Az, ..., 2,,) também ¢é uma variavel aleatoria. Um valor particular do estimador, diga-
mos h=Az\, ..., zn) ¢ chamado estimativa de /. Dizemos que Az, ..., Z,) ¢ um esti-

. E
mador consistente de & se

lim P(‘ﬂ(zl,...,zm)—h*

m—>0!

28)]:0.

Para colocar a aprendizagem de operador restrito a janela no contexto de teoria da esti-
macdo, ndo podemos mais trabalhar com varidveis aleatorias simples, como num caso
em que se deseja estimar a média, a variancia, etc. As observagdes z; serdo variaveis

aleatdrias vetoriais € o parametro a ser estimado h” ser4 uma funcdo. Considere os con-
juntos X=R% Y=R’ e Z=XxY. Suponha que exista uma distribuicdo de probabilidade

conjunta P em Z=XxY e seja (X, y) o par de variaveis aleatorias vetoriais cuja fungdo

densidade de probabilidade conjunta é P.

Considere uma fungdo /: ¥ x Y — [0, M], onde M ¢é um numero real positivo, que deno-
minaremos de penalidade. Também considere um conjunto % o espago das regras de

decisdo, um subconjunto do espago de fungdes X — Y. O risco de uma regra de deciso

h ¢ definida como a sua esperanca de penalidade:

r,(P)=E(I(y.h(x))) = Y I(y.h(x)) P(x,).

(x.y)eZ
. ~ r . * r . . . .
A regra de decisdo 6tima, denotada por %, é o elemento de /H que minimiza o risco,

isto é:
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r(P)= A{r(P)h e H | = E(z(y,h*(x))).

O parametro a ser estimado, no problema de aprendizagem de operador, ¢ a regra de

decisdo Otima.

O conceito de algoritmo de aprendizagem PAC equivale a no¢ao do estimador consis-
tente no caso presente. Como vimos no capitulo 3, um algoritmo de aprendizagem ¢

PAC se:

lim P’”{Z €Z" g (P) =1 (P)|2 a} = 0.

m—>0

. . ~ . . * o, . . .« .
Na teoria da estimagdo, diriamos que o estimador A de /& ¢ consistente. Por simplici-

dade estamos considerando a métrica d como o médulo da diferenca.

Para seguir adiante, adotaremos uma penalidade concreta, o erro quadratico, muito
oq. . . ~ 2 r
utilizado na teoria da estimagdo: /( yi, y2 ) = (”yl - y2||2) . Com o que expusemos até

agora, surgem dois problemas:

r M ~ S *
1. Quem ¢ a regra de decisdo 6tima / ?

. . . A *
2. Como construir o estimador consistente A do parametro 4 ?

A solucao do primeiro problema equivale a conhecer o valor de h*(x) para cada x € X.
Portanto, considere um x € X dado e seja (x, y) o par de variaveis aleatdrias cuja fungao
densidade de probabilidade conjunta é P. Entdo, A (x) deve minimizar o risco

condicional da regra de decisdo 4:
rh(P [x = x) = E((”h(x) - y||2)2 | X = x)
2
= (I =yl,) Py =y| x=2x)

yeY
Afirmamos que E (y| X = x) minimiza o risco condicional acima. Esta afirmacdo pode

ser demonstrada fazendo pequenas alteragdes no exemplo média aritmética vetorial do

capitulo 3. Assim, o estimador 6timo pode ser construido, para cada x€.X, fazendo:
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h*(x):E(y|X:x):ZyP(y:y|X:x).

yeY

Na pratica, ndo se conhece a probabilidade P(y = y| X= x) , 0 que impossibilita calcu-

* . . . n ® 2 . .
lar 4 (x). Assim, necessitamos de um estimador do parametro / . E muito conhecido que
a média amostral ¢ um estimador consistente da média populacional (veja, por exemplo,

[Spiegel, 1979, pg. 275]) e portanto,
h(x) = média(CZ (x))
¢ um estimador consistente de 4 (x). Onde, Z = ( (x1, ¥1), (x2, 12), ..o, (X, Y ) ) € @ se-
qiiéncia de m realizagdes da variavel aleatoria (X, y), C.(x) € a subseqiiéncia ((x/,y/),
(x3,5) 5 - (x,¥!)) de Z composta por todos os elementos (x;, y;) € Z tais que x; =x
e CI(x) é(y!, ¥, ... ). Portanto, o estimador A de k" deve ser definido como
segue:
A(Z )(x)= média(C (x))

Assim, chegamos ao estimador consistente da regra de decisao 6tima.



E. Kd-Arvore

Neste anexo, descrevemos algoritmicamente a constru¢do da kd-arvore e a busca nessa
estrutura. Como dissemos no capitulo 5, a kd-arvore ¢ utilizada para acelerar o proble-

ma de busca dos k vizinhos mais préximos, que foi enunciado como segue: “Dados m

pontos de treinamento, cada um composto por d numeros, queremos fazer um pré-
processamento de forma que, dados outros 7 pontos de dimensdo d seja possivel locali-

zar rapidamente, para cada novo ponto, os Kk pontos mais proximos dentre os pontos de

treinamento.”

A descricao do algoritmo segue a do artigo [Friedman et al., 1977]. Adaptamos somente
a notacdo e a nomenclatura para serem coerentes com o resto deste trabalho. Observe
que uma kd-arvore ¢ praticamente idéntica a uma arvore de cortes, tanto na estrutura de
dados quanto no algoritmo de construgdo. A diferenga maior consiste no algoritmo de
busca. Descreveremos o algoritmo supondo que os pontos sdo vetores de nimeros intei-

ros (o artigo original supde que os pontos sdo vetores de nimeros reais).

A kd-arvore ¢ uma generalizagdo da arvore bindria simples utilizada na ordenagdo e
busca. Uma kd-arvore ¢ uma arvore bindria na qual cada né representa um subconjunto

dos m pontos de treinamento dados. Cada ponto de treinamento ¢ um vetor inteiro de
dimensdo d. Para que o algoritmo possa ser utilizado para gerar o filtro de processa-
mento de imagem, junto com cada ponto armazenamos o valor de saida, isto ¢, um vetor

inteiro de dimenséo b.
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A raiz da arvore representa o conjunto de todos os pontos de treinamento. Cada né in-
terno possui dois filhos. Estes dois filhos representam dois subconjuntos de pontos defi-
nidos pela particdo. As folhas representam pequenos subconjuntos de pontos
mutuamente exclusivos, que coletivamente formam uma parti¢ao do espaco das instan-

cias.

No caso da busca unidimensional, um ponto ¢ representado por um numero inteiro e
uma parti¢do ¢ definida por um valor inteiro. Todos os pontos com valor menor que o
valor da particdo pertencem ao filho esquerdo, enquanto que aqueles com um valor

maior ou igual pertencem ao filho direito.

No caso de dimensdo <1, um ponto é representado por um vetor com o nimeros intei-

ros. Qualquer um desses nimeros pode servir como chave para particionar o subconjun-

to representado por um no particular da arvore. Isto €, a chave da parti¢ao pode irde 1 a

d.

O algoritmo de busca ¢ mais facilmente descrito como um procedimento recursivo. O
argumento do procedimento ¢ o n6 sob investigacdo. A primeira chamada passa a raiz
da arvore como o seu argumento. O dominio daquele no, isto é, os limites geométricos
que delimitam o subconjunto de pontos representado pelo no, ¢ disponivel como uma
varidvel global. O dominio do no raiz ¢ definido como mais e menos infinito para todas
coordenadas. Os limites geométricos de um né sdo determinados pelas parti¢des defini-
das nos nos superiores. Em cada no, a particdo ndo somente divide o subconjunto cor-
rente de pontos, mas também define um limite inferior e superior para os pontos dos
dois subconjuntos. Estes limites definem um hiper-paralelepipedo no espago das instan-
cias. O volume deste hiper-paralelepipedo ¢ menor para subconjuntos definidos pelos
n6s mais profundos da arvore. Se o nd sob investigacdo ¢ terminal, entdo todos os pon-
tos do no sdo investigados. A lista de k pontos mais préximos encontrados até entdo,
juntamente com as distancias do ponto de busca, ¢ sempre mantida como uma fila de
prioridade durante a busca. Toda vez que um ponto ¢ examinado, se este € mais proxi-

mo que o membro mais distante da lista de prioridade, a lista ¢ atualizada.
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Se 0 nod sob investigagdo € ndo-terminal, o procedimento recursivo ¢ chamado para nds
representando os subconjuntos no mesmo lado da particdo que o ponto de busca. Quan-
do o controle retorna, ¢ feito um teste para determinar se ¢ necessario considerar os pon-
tos no lado da parti¢do oposta ao ponto de busca. E necessario considerar esse subcon-
junto somente se os limites geométricos que delimitam esses pontos sobrepdem a bola
centrada no ponto de busca com raio igual a distancia do k-ésimo ponto encontrado até
entdo. Isto ¢ referido como teste “bounds-overlap-ball”. Se este teste falha, entdo ne-
nhum dos pontos no lado oposto da parti¢ao pode estar entre os k pontos mais proximos
ao ponto de busca. Se os limites sobrepdem a bola, entdo os pontos do lado oposto de-
vem ser considerados e o procedimento ¢ chamado recursivamente para o nd oposto. O
teste chamado “ball-within-bounds” ¢ feito antes de retornar para determinar se ¢ neces-
sario continuar a busca. Este teste determina se a bola esta inteiramente dentro do do-

minio geométrico do nd. Neste caso, a lista corrente de k pontos mais proximos € corre-

to para conjunto inteiro de pontos e ndo ¢ necessario examinar mais pontos.

O artigo [Friedman et al., 1977] faz algumas recomendagdes para obter a kd-arvore oti-
mizada. Primeiro, pede que a parti¢ao seja feita na mediana da distribui¢cdo marginal do
valor da chave. Segundo, pede que escolha a coordenada onde os pontos estdo mais

espalhados como chave da parti¢ao.

A alteragdo da estrutura de dados em relacdo ao algoritmo de cortes se da principalmen-
te nos nods terminais. Um né terminal ird armazenar pf exemplos de treinamento (pf ¢
abreviagdo de Pontos por Folha). Ao contrario da arvore de cortes, onde ndo havia ne-
cessidade de armazenar explicitamente o valor de espago das instancias, aqui os exem-
plos devem ser realmente armazenados, pois caso contrario ndo ¢ possivel calcular a

distancia real entre duas instancias. Assim, a estrutura de dados torna-se:

type
NodePt = “Node;
Node = record
case leaf:Boolean of
false: (
c:integer; {valor de corte, numero no intervalo [0..255]}
p:integer; {plano de corte, numero no intervalo [1..d]}

~ o0 W N
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

left:NodePt; {apontador para filho a esquerda}
right:NodePt; {apontador para filho a direita}
)
true: (

x:array [l..pf] of Kd; {vetor de insténcias}
y:array [1l..pf] of Kb; {valores de saida}

)
end;

A fungdo KDConstroi abaixo € praticamente idéntico a fungdo CortesConstroi, vis-

to no capitulo 4.

O Jo U W

e el e e e e )
dous WN RO -

function KDConstroi (
var a:array [l..m] of exemplo;
1l,r:integer) : NodePt;
var t,tl,tr:NodePt; j,k,p,c:integer;
begin
if (r-1+1<=pf) then begin
MakeTerminal (a, 1, r);
end else begin
p:=MaxEspalhamento(a,l,r);
particiona(a,l,r,p,k,c);
tl:=KDConstroi(a,l,k);
tr:=KDConstroi (a, k+1,r);
new(t); t*.leaf:=false; t*.p:=p; t".c:=c;
t*.left:=tl; t”.right:=tr;
end;
KDConstroi:=t;
end;

As fungdes MaxEspalhamento € particiona s30 iguais aquelas para construgdo de

arvore de cortes e a fungdo MakeTerminal cria uma folha com os exemplos a[1] a

alr].

O procedimento para buscar os vizinhos mais proximos de um ponto x numa kd-arvore

¢ mais complexo que a busca numa arvore de cortes. As seguintes varidveis globais se-

rao utilizadas:

oYUl W N

Global
X :Kd;
PQOD:array [l..capa] of real;
PQR:array [l..capa] of exemplo;
bl:Kd;
bu:Kd;
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No caso, x ¢ o ponto do qual queremos achar k (capa) vizinhos mais proximos. O ve-
tor poD ¢ a lista de prioridade das distancias dos k vizinhos mais proximos, sendo
poD[1] a distancia do k-ésimo ponto mais proximo. O vetor por ¢ a lista dos k vizi-
nhos mais proximos de x. Antes de se iniciar a busca, ¢ necessario inicializar as varia-

veis globais da seguinte forma:

1. procedure KDInicializa;

2. begin

3. POD[l:capal :=infinito;

4. bul[l:d]:=infinito;

5. bl[l:d]:=-infinito;

6. X:=instdncia a ser buscada;
7. end;

A funcao de busca propriamente dita pode ser escrita como segue:

1. procedure KDBusca (t:NodePt) ;

2. var p,c,temp:integer;

3. begin

4. if (t”.leaf=true) then begin

5. <Examine t”.x e atualize PQD e PQR>

6. if BallWithinBounds then done else return;
7. end;

8. p:=t".p; =t".c;

9.

10. if x[p]<=c then begin

11. temp:=bulp]; bulp]:=c;

12. KDBusca (t*.left) ;

13. bulp] :=temp;

14. end else begin

15. temp:=bl[p]l; bllp]l:=c;

16. KDBusca (t*.right) ;

17. bl[p] :=temp;

18. end;

19.

20. if x[p]<=c then begin

21. temp:=bl[pl; bllpl:=c;

22. if BoundsOverlapBall then KDBusca (t”.right);
23. bl[p] :=temp;

24. end else begin

25. temp:=bulpl; bulpl:=c;

26. if BoundsOverlapBall then KDBusca (t".left);
27. bulp] :=temp;

28. end;

29. if BallWithinBounds then done else return;

30. end;
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Ap6s o final da busca, os k pontos mais proximos de x estardo armazenados no vetor
POR € as suas distancias no vetor poD. Observe que PQR[capa] € 0 ponto mais proxi-

mo de x. As subfung¢des que KDBusca utiliza sdo:

1. function BallWithinBounds:Boolean;

2. var i:integer;

3. begin

4. for i:=1 to d do begin

5. if CoordDist (x[i],bl[i])<=PQDI[1]

6. or CoordDist (x[1i],bul[i])<=PQOD[1]

7. then return false;

8. end;

9. return true;

10. end;

1. function BoundsOverlapBall:Boolean;

2. var i:integer; sum:real;

3. begin

4. sum:=0;

5. for i:=1 to d do begin

6. if x[1]<bl[i] then begin

7. sum:=acrescenta (sum, CoordDist (x[1],b1[1i]));
8. if dissim(sum)<PQD[1l] then return true;
9. end else if x[i]>bul[i] then begin

10. sum:=acrescenta (sum, CoordDist (x[1],bl[i]));
11. if dissim(sum)<PQD[1l] then return true;
12. end;

13. end;

14. return false;

15. end;

Utilizando a distancia euclidiana como a métrica, devemos utilizar as seguintes fungoes:

1. function CoordDist (a,b:integer) :real;
2. begin

3. CoordDist:=abs (a-b);

4. end;

A fungdo acima calcula a distancia numa coordenada. A funcdo seguinte adiciona a dis-

tancia numa coordenada a soma dos quadrados:

function acrescenta (sum,c:real) :real;
begin

acrescenta:=sum+c*c;
end;

SN
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A distancia euclidiana verdadeira entre dois pontos ¢ dada pela fun¢ao abaixo, quando ¢

invocada com a variavel sum contendo a soma dos quadrados das distancias de todas as

coordenadas.

1. function dissim(sum:real) :real;
2. begin

3. dissim:=sqgrt (sum) ;

4. end;

Se alterarmos as trés fungdes acima, podemos obter a distancia “maior lado” ou a dis-

tancia “soma dos lados”.

Como todos os outros algoritmos apresentados nesta tese, a kd-arvore foi implementada
na linguagem C++. Para evitar repetidas alocagdes dindmicas, o que diminuiria o de-
sempenho tanto do ponto de vista de tempo como de espaco, a arvore foi construida
num grande vetor construido numa unica chamada de alocagdo dindmica de memoria.
Para evitar desperdicio de memoria, nas folhas das arvores ndo foram armazenados os

exemplos, porém indices que apontam para pixels das imagens de treinamento.
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